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Predgovor
Tehnologija oblikovanja deformiranjem danas ima za cilj iz minimuma
utrosˇenog materijala, masovno proizvoditi elemente konstrukcija maksimalne
specificˇne cˇvrstoc´e i krutosti. Temeljec´i se na fenomenu ocˇvrsˇc´enja, postupci
oblikovanja deformiranjem prvi su u postizanju navedenog cilja.
Med¯u doticˇnima, istaknuto mjesto zauzima postupak oblikovanja tlakom
hidraulicˇnog medija ili hidrooblikovanje. Kontinuirano djelujuc´i na povrsˇinu
oblikovanog elementa, tlak u svim njenim dijelovima inducira deformaciju. Na taj
nacˇin, kumulativna deformacija i kumulativno ocˇvrsˇc´enje, viˇsestruko nadmasˇuju
onu deformaciju i ono ocˇvrsˇc´enje ostvarivo konvencionalnim postupcima
oblikovanja deformiranjem.
Kako bi bilo moguc´e ovladati hidrooblikovanjem, potrebno je kvantitativno
prevladati raskorak izmed¯u znanstvene ideje i konacˇnog proizvoda. S tim
ciljem uvedena je, po saznanjima autora, nova metoda snimanja krivulje
plasticˇnog tecˇenja, pod nazivom ”Modificirano hidraulicˇno udubljivanje na sferi”.
Krivulja tecˇenja snimljena ovom metodom, podesna je za kvantifikaciju ponasˇanja
materijala u plasticˇnom podrucˇju pri hidrooblikovanju, osobito ako se uz sami
postupak provodi i racˇunalna simulacija.
Ipak, ovo je tek prvi napor i sama predlozˇena metoda zahtijeva daljnju razradu
kako bi ”novost” zazˇivjela i u teoriji i u praksi.
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U radu je predlozˇena nova metoda snimanja krivulje plasticˇnog tecˇenja pod
nazivom modificirano hidraulicˇno udubljivanje na sferi. Metoda je izvedena
iz postupka hidraulicˇnog udubljivanja. Na napravi izrad¯enoj za oba navedena
postupka, snimljene su krivulje plasticˇnog tecˇenja aluminijskog lima. Kako
bi se mogle usporediti dvije metode, izvedeni su za to prikladni izrazi; za
kinematiku i pripadajuc´a naprezanja. U oba slucˇaja koriˇstena je pretpostavka
membranskih naprezanja u limu i izvedeni su uvjeti plasticˇnog tecˇenja, neophodni
za snimanje krivulje plasticˇnog tecˇenja. Usporedbom koriˇstenih metoda ukazano
je na prednosti modificirane metode. Uz analiticˇki pristup problemu te
provedene eksperimente, rezultati su modelirani i metodom konacˇnih elemenata.
Modificirani postupak se pokazao primjerenim i za provjeru numericˇkog modela,
jer omoguc´ava izravno mjerenje naprezanja u materijalu sˇto nije moguc´e kod
klasicˇnog hidraulicˇnog udubljivanja.
Kljucˇne rijecˇi: hidraulicˇno udubljivanje, krivulja plasticˇnog tecˇenja,
modificirano hidraulicˇno udubljivanje, oblikovanje lima,
ravninski napregnuto stanje, membranska naprezanja
VIII
Summary
In the paper, an original method of the stress-strain diagram acquisition
named modified hydraulic bulging on the sphere is introduced. The method
has been derived from the hydraulic bulging test. True stress-strain curves were
established for aluminium sheet on the experimental apparatus designed for both
methods. For the purpose of comparing the two research methods, appropriate
expressions, i.e. expressions for kinematics and particular equivalent stresses,
were derived. In both cases, the assumption of the membrane stress state was
used and the flow rule was determined, which was necessary for establishing the
true stress-strain curve. The comparison between the used methods has shown
the advantages of the modified method. Besides the analytical approach and
the conducted experiments, the results were modelled using the finite element
method. The modified method has proved to be adequate for checking the
numerical model, because it enables direct experimental measurement of the true
stresses in the material, which cannot be done when the classical hydraulic bulging
test is used.
Keywords: hydraulic bulging, true stress-strain diagram, modified hydraulic
bulginig, sheet metal forming, plane stress, membrane stress
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1.1. Definicija problema i pregled dosadasˇnjih
saznanja
Suvremeni proizvodni postupci, viˇse nego ikada ranije, uvjetovani su nizom
netehnicˇkih normi, propisa i zakona. Primarni uzrok tomu su cijene materijala
u vidu zahtjeva za povec´anjem specificˇne cˇvrstoc´e konstrukcija te briga za
cˇovjeka i okoliˇs, koja sve viˇse poprima pravnu formu [1]. Postavljaju se
zahtjevi da se zˇeljena mehanicˇka svojstva moraju postic´i ili cˇak premasˇiti, i
to utrosˇkom manje mase materijala. Novi materijali omoguc´avaju postizanje
navedenih ciljeva, ali zahtijevaju nova znanja u izradi alata. Jedan od
takvih postupaka je hidrooblikovanje. Teorijski proucˇavano josˇ 1950.[2] s
eksperimentalno utvrd¯enim prednostima u postupcima oblikovanja lima [3], sˇiru
primjenu je ovaj postupak nasˇao tek danas u automobilskoj industriji, posebice
uvod¯enjem novih materijala. Smanjena oblikovljivost doticˇnih materijala u
okvirima do tada poznatih postupaka, kao sˇto je duboko vucˇenje ili rastezno
oblikovanje, nametnula je potrebu implementacije postupka hidrooblikovanja.
Rezultat je smanjenje cjelokupne mase vozila uz istovremeno povec´anje aktivne i
pasivne sigurnosti.
Postupak hidrooblikovanja, odnosno deformiranja lima tlakom hidraulicˇnog
medija, karakterizira membranski napregnuto stanje [3], [4]. Takvo napregnuto
stanje, iako dominantno u podrucˇju vlacˇnih naprezanja, povoljno utjecˇe na
oblikovljivost materijala. Kontinuirano djelovanje hidraulicˇnog medija na
tlacˇenu povrsˇinu platine (polazna geometrija odnosno krojeni lim), omoguc´ava
ujednacˇeno deformiranje i istovremeno tecˇenje svih njenih segmenata. To
rezultira ujednacˇenijom raspodjelom debljine izratka, a kumulativna deformacija
je velika unatocˇ nepovoljnoj shemi napregnutog stanja [5].
1
Poput nekih drugih postupaka (kovanje, savijanje...), razlikuje se slobodno
i hidrooblikovanje u gravuri. Kod slobodnog hidrooblikovanja, materijal tecˇe
neometano stjenkama gravure. Kod hidrooblikovanja u gravuri obradak poprima
geometriju gravure. Ipak, tecˇenje materijala i unutar gravure je slobodno, sve
dok materijal ne dotakne stjenku gravure. Prema istrazˇivanjima [6] pokazalo se,
kako je upravo faza slobodnog hidrooblikovanja u gravuri, kljucˇna za konacˇnu
distribuciju debljine izratka. Uz navedeno, isti eksperimenti su pokazali kako se
u trenutku kada lim dotakne stjenku alata, deformiranje odvija u dijelu gdje josˇ
nije ostvaren kontakt.
Obzirom da je primjena postupka hidrooblikovanja novijeg datuma, podrucˇje
njegove potencijalne implementacije je veliko, a iskustva u izradi alata skromna,
istrazˇivanja koja se poduzimaju usavrsˇavaju eksperimentalne [7] i numericˇke
[8] postupke i metode. Krajnji cilj je proizvodnja bez izrade prototipova
[9], odnosno modeli koji c´e biti u stanju sa sˇto vec´im stupnjem pouzdanosti
modelirati hidrooblikovanje zadane geometrije. U tu svrhu potrebno je razvijati
eksperimentalne metode koje c´e omoguc´iti snimanje krivulje plasticˇnog tecˇenja
pri kompleksnim shemama napregnutog stanja.
Vec´ je niz autora izdvojio hidraulicˇno udubljivanje u kruzˇnom otvoru, kao
paradigmu idealnog procesa oblikovanja [10], [11]. Uz navedeno, hidraulicˇno
udubljivanje je moguc´e koristiti i kao metodu snimanja krivulje plasticˇnog
tecˇenja. Ipak, zbog niza potesˇkoc´a [12] ovaj postupak josˇ nije naiˇsao na
sˇiru primjenu u snimanju ove konstitutivne krivulje za postupke oblikovanja
lima a posebno hidraulicˇnog oblikovanja. Osobito se ovi prijepori odnose
na nemoguc´nost pouzdanog odred¯ivanja polja deformacije i naprezanja cˇija
nelinearna med¯uzavisnost otezˇava interpretaciju mjerenih rezultata [7], [13].
Umnozˇavanjem postupaka oblikovanja lima u kojima dominira deformacija
ostvarena kontinuiranim opterec´enjem, [14], [15], [16], metoda hidraulicˇnog
udubljivanja dobiva na znacˇenju. Temeljec´i se na teoriji ljusaka [2], [4], uz
odgovarajuc´e eksperimentalne aproksimacije [12], snimanje krivulje plasticˇnog
tecˇenja hidraulicˇnim udubljivanjem se unaprijed¯uje i pokusˇava razviti u
standardnu metodu.
1.2. Hipoteza rada
Nedostatak metode hidraulicˇnog udubljivanja je nemoguc´nost odred¯ivanja
naprezanja mjerenjem sile na poznatom presjeku, a koje je neophodno za
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odred¯ivanje naprezanja plasticˇnog tecˇenja i snimanje krivulje plasticˇnog tecˇenja.
Potesˇkoc´e u odred¯ivanju kinematike hidraulicˇnog udubljivanja mjerenjem
geometrije ispupcˇenja, najvec´a su prepreka pouzdanom povezivanju deformacije
i naprezanja. Pretpostavka je da se taj nedostatak u znacˇajnoj mjeri otklanja
modificiranim hidraulicˇnim udubljivanjem na sferi (MHU na sferi), te da metoda
daje eksperimentalno pouzdan i potpun skup podataka potrebnih za snimanje
krivulje plasticˇnog tecˇenja materijala u obliku lima.
Mjerenja na napravi za modificirano hidraulicˇno udubljivanje na sferi, trebala
bi osigurati istovremeno mjerenje naprezanja plasticˇnog tecˇenja i deformacija u tri
tocˇke, odnosno jednim mjerenjem bi se moglo odrediti tri tocˇke krivulje tecˇenja,
sˇto nije slucˇaj niti kod metode po Siebel-Schwaigereru [17], a niti kod metode
po Rastagaevu [18]. Kod prve tocˇke mjerenja pri modificiranom hidraulicˇnom
udubljivanju, koja se nalazi na obodu kontakta sfera-lim, poznati su i cirkularni i
meridijanski polumjer zakrivljenosti, sˇto uz poznavanje meridijanskog naprezanja,
pojednostavnjuje izracˇun naprezanja plasticˇnog tecˇenja u materijalu.
Kod druge tocˇke mjerenja koja se takod¯er nalazi na sferi postavljanjem uvjeta
ravnotezˇe te ekstrapolacijom iz prve tocˇke mjerenja, dobivati c´e se krivulja tecˇenja
za vec´e stupnjeve deformacije unatocˇ postojanju kontakta sfera-lim.
Pretpostavka o raspodijeli tlaka na kontaktnoj povrsˇini sfera - lim, pruzˇiti
c´e moguc´nost snimanja trec´e tocˇke krivulje plasticˇnog tecˇenja. Navedenim
c´e rad upotpuniti napore istrazˇivacˇa u razmatranju problema kontakta i
kalibracije geometrije u posljednjoj fazi hidrooblikovanja; kako kod modificiranog
hidraulicˇnog udubljivanja, tako i kod drugih postupaka oblikovanja lima, u
kojima dominira ravninsko stanje naprezanja1. Razmatrajuc´i istovremeno
tecˇenje materijala u svim tocˇkama slobodne deformirajuc´e povrsˇine, a i u
podrucˇju kontakta sa sferom, razmatrana metoda c´e omoguc´iti bolje poznavanje
pripadajuc´ih polja naprezanja i deformacija. Navedeno je istovremeno i sredstvo i
cilj projektiranja svih, a osobito novijih postupaka oblikovanja, materijala s vec´im
eksponentom ocˇvrsˇc´enja.
1.3. Metodologija rada
Prilikom izrade rada, u Laboratoriju za oblikovanje deformiranjem, konstruirana
je i izrad¯ena naprava za hidraulicˇno udubljivanje i modificirano hidraulicˇno
udubljivanje na sferi. Akvizicija mjerenih podataka izvedena je se digitalnim
1razmatrano membransko naprezanje, poseban je slucˇaj ravninskog stanja naprezanja
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manometrom i ekstenzometrom za hidraulicˇno udubljivanje, te digitalnim
manometrom i dinamometrom za modificirano udubljivanje na sferi. U oba
slucˇaja koriˇstena je posebno izrad¯ena mikrometarska mjerna potkova vec´ih
gabarita, kako bi se otklonila potreba za rezanjem udubljenog uzorka.
Ova, prema saznanjima autora prva, do sada neprimijenjena aplikacija
modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja na sferi u cilju snimanja krivulje
plasticˇnog tecˇenja, izvedena je samo za jedan materijal; aluminij tvornicˇke
kvalitete Al99.5, kako bi se minimizirao utjecaj materijala kod razrade ove josˇ
nove metode.
Naposljetku izrad¯en je numericˇki model obiju metoda u MSC Marc Mentat-u,
te su verificirane i uspored¯ene sve eksperimentalno mjerene velicˇine, a osobito
krivulja plasticˇnog tecˇenja dobivena klasicˇnim i modificiranim hidraulicˇnim
udubljivanjem na sferi.
1.4. Ocˇekivani doprinos
Modificirano hidraulicˇno udubljivanje na sferi, trebalo bi predstavljati originalnu
i pouzdaniju metodu snimanja krivulje plasticˇnog tecˇenja materijala u obliku
lima. Ocˇekuje se bolje podudaranje, odnosno ekstrapolacija sa krivuljama
tecˇenja snimljenima vlacˇnom metodom. Navedeno bi trebalo rezultirati tocˇnijom
krivuljom plasticˇnog tecˇenja; a time i olaksˇati ispravno modeliranje i projektiranje
postupaka oblikovanja i pripadajuc´ih alata.
Osobit doprinos se ocˇekuje na podrucˇju modeliranja slobodnog oblikovanja
tlakom hidraulicˇnog medija, obzirom na malu pozornost koju istrazˇivacˇi posvec´uju
upravo razmatranoj kategoriji kvantitativnih ispitivanja duktilnosti materijala u
obliku lima [9]. Modificirano hidraulicˇno udubljivanje na sferi bi trebalo uvelike
pomoc´i u kalibraciji programskih paketa za modeliranje velikih deformacija,
gdje se uz rjesˇavanje problema mehanike kontinuuma, paralelno rjesˇava niz
specificˇnih algoritamskih problema, vezanih uz primjenjivost numericˇkih metoda





Uz klasicˇne postupke oblikovanja deformiranjem [17], postoji cijeli niz
nekonvencionalnih postupaka oblikovanja, koji se josˇ nazivaju i naprednim
postupcima oblikovanja [15, 14, 16]. Pridjev suvremenosti pojedinim postupcima
oblikovanja deformiranjem osim koriˇstenja numericˇke kontrole [19], daje primjena
fizikalnih fenomena u postupcima kao sˇto su; oblikovanje laserom [20], oblikovanje
viskoplasticˇnim medijem [21] ili pak oblikovanje tlakom hidraulicˇnog medija [22].
Postoje cˇak i kombinacije numericˇkog vod¯enja i fizikalnih fenomena u postupcima
kakav je opisan u [23]. Zajednicˇko svim navedenim postupcima je da se doticˇnima
obrad¯uju prvenstveno limovi od najrazlicˇitijih materijala. Dominacija panelnih
nad masivnim elementima konstrukcija, ima svoje najjacˇe uporiˇste u cijeni
metalnih materijala i njenom rastu pocˇetkom 21. stoljec´a. Vezˇe li se uz navedeno
i potrosˇnja energenata vezana na masu vozila, dominacija lima i pripadajuc´ih
postupaka oblikovanja deformiranjem biva potpuno razumljiva.
2.2. Smjer istrazˇivanja
Ovaj rad vezan je na postupke oblikovanja lima tlakom hidraulicˇnog medija.
Pri tom se koristi matematicˇka teorija plasticˇnosti, razmatrajuc´i fizikalno
ocˇitovanje hidraulicˇnog medija samo na makrorazini [24]. U tu svrhu proucˇavanja
odabranog aluminijskog lima, konstruirana je naprava za klasicˇno i modificirano
hidraulicˇno udubljivanje na sferi. Postupak klasicˇnog hidraulicˇnog udubljivanja
vec´ je dobro poznat i obrad¯en u literaturi, dok je modificirano hidraulicˇno
udubljivanje na sferi, prema trenutnim saznanjima autora, do sada nepoznati
postupak snimanja krivulje plasticˇnog tecˇenja.
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Slika 2.1: Osnovni pojmovi osnosimetricˇne ljuske koji se javljaju u
izrazima za naprezanje i deformaciju
Na slici 2.2. Shematski je prikazan klasicˇni postupak hidraulicˇnog udubljivanja
namijenjenog snimanju krivulje plasticˇnog tecˇenja. Radijus prstena a = 60 mm.
2.3. Teorijske osnove hidraulicˇnog udubljivanja
2.3.1. Membranske sile u osnosimetricˇnim ljuskama
Osnosimetricˇna ljuska nastaje rotacijom ravninske krivulje, odnosno meridijana
oko osi X, slika 2.1. [4]. Na taj nacˇin nastalu dvostruko zakrivljenu povrsˇinu
karakteriziraju; meridijanski polumjer zakrivljenosti rm i cirkularni polumjer
zakrivljenosti rc. Oba polumjera zakrivljenosti razmatrane tocˇke, npr. tocˇke A,
lezˇe na istome pravcu p. Ovaj pravac se poklapa s normalom razmatrane tocˇke
i lezˇi u meridijanskoj ravnini. Kod osnosimetricˇnih ljusaka srediˇste cirkularnog
polumjera zakrivljenosti Sc uvijek lezˇi na osi simetrije X. Srediˇste meridijanskoga
polumjera zakrivljenosti Sm lezˇi bilo gdje na pravcu p, zavisno o geometriji
ravninske krivulje kojom je inducirana osnosimetricˇna ljuska.
Kao posljedica djelovanja tlaka p na konkavnoj strani cirkularnog radijusa
rc, na diferencijalni element ljuske djeluju dva, med¯usobno okomita vlacˇna
naprezanja; meridijansko naprezanje σm i cirkularno naprezanje σc. Ovo su
ujedno i glavna naprezanja na diferencijalnome elementu ljuske, a prikazana su
na slici 2.1.
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Ako su zadovoljeni sljedec´i uvjeti prema [4]:



















| << |pn| (2.2)
gdje je D fleksijska krutost ljuske D = Es3/12(1− ν2), pn tlak koji djeluje
na ljusku i dl diferencijal duljine u meridijanskoj ravnini.
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| (2.3)
tada u ljusci vlada membransko naprezanje, a za naprezanja σm i σc kazˇe se
da su membranska naprezanja. Postavljajuc´i uvjete ravnotezˇe na diferencijalni
element membrane dobivaju se diferencijalne jednadzˇbe cˇije rjesˇenje je jednadzˇba












gdje je p tlak koji djeluje s konkavne strane cirkularnog radijusa ljuske, dok je s
debljina ljuske.
2.4. Kinematika hidraulicˇnog udubljivanja
2.4.1. Izracˇun deformacije po Hill-u
Josˇ kod prvih teorijskih i eksperimentalnih razmatranja hidraulicˇnog udubljivanja
[25, 2, 3, 26], pretpostavljena je te eksperimentalno potvrd¯ena sferna geometrija
ispupcˇenja i najvec´a deformacija na polu ispupcˇenja P . Uz navedeno
pretpostavljena je deformacija ljuske pri kojoj se ne javlja savijanje, odnosno
pretpostavlja se membransko stanje naprezanja u ljusci. Kao specijalan slucˇaj u
radu [2], pretpostavljena je jednakost meridijanske i cirkularne deformacije, koja
c´e biti koriˇstena i u ovome radu, odnosno
n > m = c . (2.5)
Koristec´i navedenu pretpostavku, geometrijskom analizom hidraulicˇnog udubljivanja,






Gdje je z aksijalna koordinata promatrane tocˇke na ispupcˇenju, a radijus otvora
udubljivanja i h trenutno najvec´a visina ispupcˇenja. Veza izmed¯u konvencionalne
i logaritamske deformacije opisana u dodatku 7.1. glasi
ϕ = ln(1 + ) (2.7)
daje
ϕc = ln(1 + c) . (2.8)
1Izvod jednadzˇbe membrane dan je u dodatku 7.2.
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Hipoteza o nestlacˇivosti izrazˇena s pomoc´u logaritamske deformacije glasi
ϕc + ϕm + ϕn = 0 (2.9)
Uvrste li se izraz (2.8) i pretpostavka (2.5) u jednadzˇbu (2.9), dobiva se izraz za
raspodjelu logaritamske normalne deformacije ϕn.
ϕn = −2 ln(1 + hz
a2
) (2.10)
Kod snimanja krivulje plasticˇnog tecˇenja deformacija na polu ispupcˇenja P dobiva
se uvrsˇtavanjem z = h u jednadzˇbu (2.10). Izraz za logaritamsku normalnu
deformaciju kod hidraulicˇnog udubljivanja po Hill-u [2] glasi
ϕn,Hill = −2ln[1 + (h
a
)2)] (2.11)
a izveden je u dodatku 7.3.. Jednadzˇba (2.11), koristit c´e se za odred¯ivanje
deformacije kod snimanja krivulje plasticˇnog tecˇenja hidraulicˇnim udubljivanjem.
Na ovaj nacˇin izracˇunata logaritamska deformacija identicˇna je deformaciji kod
snimanja krivulje plasticˇnog tecˇenja sabijanjem valjaka kako je vec´ pokazano [27].
2.4.2. Ekvivalentna konvencionalna deformacija
Ekvivalentna deformacija je skalarna velicˇina koja se na fizikalno prihvatljiv nacˇin
izracˇunava iz pripadajuc´eg tenzora. Na ovaj nacˇin se u povezivanju deformacije
i naprezanja, pri snimanju krivulje plasticˇnog tecˇenja, dobiva na jednostavnosti
jer se namjesto tenzorom barata deformacijom kao skalarnom velicˇinom.
Obzirom da je postupak deformiranja primjereno promatrati kao proces
kontinuiranog smicanja materijala bez narusˇavanja kontinuiteta i kompatibilnosti
kontinuuma1, prva skalarna velicˇina izvedena iz devijatora male deformacije je




1Pod kompatibilnosˇc´u se podrazumijeva analiticˇki definiran uvjet kompatibilnosti [24] koji je
dan u dodatku 7.6., dok ocˇuvanje kontinuiteta podrazumijeva izostanak napukline ili pukotine
koji se kao diskontinuitet analiticˇki opisuje alatima mehanike loma.
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Gdje je I2(eij) druga invarijanta devijatora male deformacije, dana u dodatku














u slucˇaju cˇistog smicanja x = y = z = γxz = γyz = 0 γxy = γ intenzitet
kutne deformacije jednak je kutnoj deformaciji
Γ = γ (2.14)
Faktor proporcionalnosti 2 u izrazu (2.12) odabran je upravo tako da za slucˇaj
cˇistog smicanja intenzitet kutne deformacije bude jednak kutnoj deformaciji.
Na slicˇan nacˇin definira se i ekvivalentna konvencionalna deformacija ekv koja
je proporcionalna intenzitetu kutne deformacije odnosno
ekv ∼ Γ (2.15)
Kako bi se na mjesto ∼ mogao staviti znak jednakosti, odabran je faktor
proporcionalnosti 1/
√
3 koji za slucˇaj cˇistog sabijanja ili istezanja γxy = γxz =
γyz = 0 uz x =  i y = z = − 0, 5  daje
ekv =  (2.16)
























(1 − 2)2 + (1 − 3)2 + (2 − 3)2 (2.19)
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Gdje je eij devijator male deformacije.
2.4.3. Ekvivalentna logaritamska deformacija
Obzirom da izrazi za ekvivalentnu konvencionalnu deformaciju (2.17)-(2.21)
vrijede samo za male deformacije1 1, 2 i 3 << 1, potrebno je koristiti
ekvivalentnu logaritamsku deformaciju koja c´e pokriti podrucˇje velikih
deformacija pri snimanju krivulje plasticˇnog tecˇenja.
U tu svrhu koristit c´e se definicija tenzora logaritamske ili prirodne deformacije





H∗jk = ln(Vjk) (2.23)
gdje je H∗jk Henckyev tenzor deformacije u prostornim koordinatama, Bjk je lijevi
Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti i Vjk je lijevi tenzor izduzˇenja
2. Osim
izraza (2.22) - (2.23) poopc´enje logaritamske deformacije moguc´e je izraziti i preko





Hjk = ln(Ujk) (2.25)
Gdje je Cjk desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti a Ujk je desni tenzor
izduzˇenja.
1Ovo je izravna posljedica cˇinjenice da je izraz za ekvivalentnu deformaciju preuzet iz
mehanike kontinuuma elasticˇnih tijela
2navedene tenzorske relacije i pripadajuc´i tenzori objasˇnjeni su u dodatku 7.7.
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Kao poopc´enje logaritamske deformacije koristiti c´e se Hencky-ev tenzor
deformacije u prostornim koordinatama H∗jk, jer pretpostavlja se da je u
pocˇetnome trenutku razmatrana nedeformirana geometrija poznata. Tako je
prema izrazu (2.23)
H∗jk = ln(Vjk) (2.26)
Gdje tenzor izduzˇenosti Vjk ima jednoznacˇno fizikalno znacˇenje opisano u
dodatku. Odabiruc´i koordinatni sustav tako da se njegove osi podudaraju s



















Sada je moguc´e kao i kod konvencionalne deformacije izraziti ekvivalentnu









(ϕiiϕjj − ϕijϕij) (2.31)
1eksperimentalno se uvijek odabire mjerenje u sustavu glavnih osi kako bi mjerenje u
potpunosti obuhvatilo mjerenu velicˇinu. Mjerenje najvec´e glavne deformacije kod npr. vlacˇnog
pokusa uz hipotezu o nestlacˇivosti koja daje iznos druga dva glavna naprezanja, u potpunosti
definira deformirano stanje tijela za svaku orijentaciju koordinatnoga sustava
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((ϕ1 + ϕ2 + ϕ3)
2 − ϕ21 − ϕ22 − ϕ23) (2.32)




(−ϕ21 − ϕ22 − ϕ23) (2.33)
Kako bi u izrazu (2.30) umjesto znaka proporcionalnosti ∼ dosˇao znak jednakosti,




3 koja za metodu snimanja
krivulje tecˇenja sabijanjem valjaka (Gubkin, Rastagaev) ekvivalentnu deformaciju
cˇini jednakom logaritamskoj deformaciji visine valjaka ϕ, odnosno
ϕekv = |ϕ| = ln h0
h1
(2.34)
















Gdje su ϕ1, ϕ2 i ϕ3 glavne vrijednosti tenzora logaritamske deformacije.
2.4.4. Dvije pretpostavke o shemi deformacija kod
hidraulicˇnog udubljivanja
Kod oba razmatrana postupka hidraulicˇnog udubljivanja; konvencionalnog i
modificiranog biti c´e ucˇinjene dvije pretpostavke o stanju deformacija
1. Ravnomjerno ravninsko rastezanje u kojem je kao i po Hill-ovoj pretpostavci
cirkularna deformacija jednaka meridijanskoj ϕm = ϕc
2. Ravninsko stanje deformacija u meridijanskoj ravnini kod kojeg se
pretpostavlja da je cirkularna deformacija jednaka nuli ϕc = 0
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Ova dva slucˇaja ujedno su i krajnji slucˇajevi koji daju maksimalnu (ravninsko
stanje deformacija u meridijanskoj ravnini) i minimalnu ekvivalentnu deformaciju
(ravnomjerno ravninsko rastezanje). Navedeno je prikazano u dodatku 7.8..
Tako je ekvivalentna deformacija za prvi slucˇaj ϕm = ϕc jednaka
ϕekv1 = |ϕn| = ln s0
s1
(2.37)










Navedeni izrazi omoguc´avaju jednostavan izracˇun ekvivalentne deformacije
mjerenjem samo konacˇne i pocˇetne debljine lima. Na ovaj nacˇin izracˇunata gornja
i donja granica obuhvac´aju sve iznose ekvivalentnih deformacija koje se mogu
javiti u postupcima hidraulicˇnog udubljivanja, odnosno bez obzira na velicˇinu
faktora deformacije β1.
2.5. Naprezanja kod hidraulicˇnog udubljivanja
2.5.1. Izracˇun ekvivalentnog naprezanja
Ured¯eni par deformacije i naprezanja predstavlja jednu tocˇku krivulje plasticˇnog
tecˇenja. Za deformaciju kao tenzorsku velicˇinu odred¯ena je ekvivalentna
logaritamska deformacija ϕekv, kao skalarna velicˇina, odnosno prvi cˇlan
spomenutog ured¯enog para. Za naprezanje kao drugi cˇlan ured¯enog para,
takod¯er c´e se koristiti ekvivalentno naprezanje σekv. Prema vec´ spomenutim
navodima [24, 30, 31, 32], za odred¯ivanje ekvivalentnog naprezanja kljucˇna je
druga invarijanta devijatora naprezanja I2(sij),
1Faktor deformacije [29] definiran je kao kvocijent naprezanja β = ϕ2/ϕ1 gdje su ϕ1 i ϕ2










(σ11 − σ22)2 + (σ22 − σ33)2 + (σ33 − σ11)2
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2 − I2(σij) (2.43)
gdje je sij devijator naprezanja, s1, s2 i s3 glavne vrijednosti devijatora
naprezanja, σij tenzor naprezanja te σ1, σ2 i σ3 glavne vrijednosti tenzora
naprezanja.









[(σ11 − σ22)2 + (σ22 − σ33)2 + (σ33 − σ11)2 + 6(σ212 + σ223 + σ231)] (2.45)





[(σ1 − σ2)2 + (σ1 − σ3)2 + (σ2 − σ3)2] (2.46)
Za cˇisto smicanje σ1 = τ , σ2 = 0 i σ3 = −τ gdje je τ smicˇno naprezanje, intenzitet
smicˇnog naprezanja jednak je smicˇnom naprezanju
T = τ (2.47)





kako bi za slucˇaj jednoosnog napregnutog stanja σ22 = σ33 = σ12 = σ13 = σ23 = 0
uz σ11 = σ bilo
σekv = σ (2.49)





[(σ1 − σ2)2 + (σ1 − σ3)2 + (σ2 − σ3)2] (2.50)
Izraz (2.50) koristit c´e se u ovome radu za izracˇunavanje ekvivalentnog naprezanja
iz mjerenih i izracˇunatih vrijednosti glavnih naprezanja.
2.5.2. Jednakost cirkularnog i meridijanskog naprezanja
za proporcionalne postupke
Prema Levy-Missesovom zakonu tecˇenja
dϕij = dλsij (2.51)
Gdje je ϕij poopc´eni tenzor logaritamske deformacije, sij je devijator naprezanja
a dλ ≥ 0 neki neodred¯eni infinitezimalni skalarni faktor [33]. Pretpostavku da






gdje su ϕ1 i ϕ2 vec´ spomenuta meridijanska i cirkularna deformacija
diferencijalnog elementa ljuske. Kod proporcionalnih postupaka moguc´e je
diferencijal deformacije iz jednadzˇbe (2.51), zamijeniti ukupnom deformacijom.
Odnosno Levy-Misses-ov zakon zapisati u sljedec´oj formi
ϕij = dλsij (2.53)
1Kod proporcionalnih postupaka omjer glavnih deformacija je tijekom tecˇenja konstantan.
Primjer proporcionalnog postupka je vlacˇni test prije pojave vrata epruvete, sabijanje valjka do
pojave bacˇvanja i sl.
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razvijajuc´i jednadzˇbu (2.53) po glavnim deformacijama i glavnim naprezanjima







uz pretpostavku da je ϕ1 = ϕ2 odnosno ϕm = ϕc, proizlazi jednakost glavnih
komponenti devijatora naprezanja s1 = s2 u ravnini ljuske. Ove komponente
izrazˇene preko glavnih naprezanja glase
s1 = σ1 − σ¯ = 2σ1 − σ2
3
(2.55)
s2 = σ2 − σ¯ = 2σ2 − σ1
3
(2.56)
Nakon izjednacˇavanja proizlazi da je
σ1 = σ2 (2.57)
Uvrsˇtavajuc´i dobiveno u izraz za ekvivalentno naprezanje (2.50), dobiva se
σekv = σ1 = σ2. Kako je kod hidraulicˇnog udubljivanja pretpostavljeno ravninsko
stanje naprezanja kod kojega su σm i σc ujedno i glavna naprezanja σm = σ1 i
σc = σ2, izraz za ekvivalentno naprezanje kod hidraulicˇnog udubljivanja glasi
σekv = σc = σm (2.58)
2.6. Snimanje krivulje plasticˇnog tecˇenja
hidraulicˇnim udubljivanjem
Kod hidraulicˇnog udubljivanja po obodu ucˇvrsˇc´ena rondela, slika 2.2, deformira
se pod djelovanjem tlaka hidraulicˇnog medija p. Do najvec´eg stanjenja dolazi
na polu ispupcˇenja P . U doticˇnoj tocˇci odred¯uje se ured¯eni par ekvivalentne
deformacije i ekvivalentnog naprezanja (ϕekv, σekv) odnosno jedna tocˇka krivulje
plasticˇnog tecˇenja.
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2.6.1. Uvjet plasticˇnog tecˇenja
Obzirom da materijal kod hidraulicˇnog udubljivanja tecˇe kako na polu tako i u
ostalim tocˇkama slobodno deformirajuc´e povrsˇine, ispunjen je uvjet plasticˇnog
tecˇenja. Zbog univerzalnosti Von Misses-ovog uvjeta plasticˇnog tecˇenja1,
pretpostavit c´e se kako je ispunjen doticˇni uvjet tecˇenja sˇto prema izrazu
(2.50) u matematicˇkom zapisu daje jednakost naprezanja plasticˇnog tecˇenja kf i
ekvivalentnog naprezanja, odnosno
σekv = kf (2.59)
Na ovaj nacˇin izracˇunato naprezanje plasticˇnog tecˇenja c´e biti koriˇsteno u
snimanju krivulje plasticˇnog tecˇenja.
Iz jednadzˇbe membrane (2.4), dokazane jednakosti cirkularnog i meridijanskog
naprezanja (2.57), njihove jednakosti ekvivalentnom naprezanju (2.58) te











s obzirom da je pretpostavljena sferna geometrija ispupcˇenja; rm = rc = r






p je tlak udubljivanja, s debljina stanjenog lima, a r radijus ispupcˇenja. Izrazˇen
kao funkcija visine ispupcˇenja h i radijusa matrice udubljivanja a, radijus








1U vec´ini cˇlanaka javlja se kao referentni uvjet tecˇenja.
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Slika 2.3: Krivulja plasticˇnog tecˇenja za cˇelik, bakar i aluminij,
idealizirani prikaz
2.6.2. Krivulja plasticˇnog tecˇenja
Krivulja plasticˇnog tecˇenja je krivulja koja povezuje prirodnu deformaciju ϕ [24]
i naprezanje plasticˇnog tecˇenja kf [17]. Na slici 2.3 dan je idealizirani prikaz
tri krivulje tecˇenja za tri najcˇesˇc´a tehnicˇka materijala, zahvac´ena tehnologijom
oblikovanja deformiranjem.
Postoji cijeli niz metoda namijenjen snimanju krivulja plasticˇnog tecˇenja [30]
koje se razlikuju u nacˇinu odred¯ivanja ured¯enih parova (ϕ, kf ). Slika 2.4 prikazuje
krivulje tecˇenja dobivene primjenom razlicˇitih metoda na istome materijalu
Cˇ1120.
Kod klasicˇnog hidraulicˇnog udubljivanja na os apscisa dolazi ekvivalentna





s0 je pocˇetna a s1 konacˇna debljina lima na polu.










gdje su p izmjereni tlak oblikovanja, s1 konacˇna debljina lima na polu, a je
polumjer matrice hidraulicˇnog udubljivanja i h je izmjerena visina ispupcˇenja.
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Slika 2.4: Krivulje plasticˇnog tecˇenja za cˇelik cˇ1120 snimljene razlicˇitim
metodama; a - vlacˇni pokus, b - tlacˇni pokus obostranog
utiskivanja zˇiga, c - tlacˇni pokus sabijanja valjka ravnih
kontaktnih ploha, d - isto kao pod c ali s med¯ufaznim
tokarenjem uzorka, e - tlacˇni pokus sabijanja valjaka ravnih
kontaktnih ploha uzimajuc´i u obzir djelujuc´e trenje, f - metoda
uvijanja, g - metoda savijanja, preuzeto iz [34].
2.6.3. Krivulja plasticˇnog tecˇenja - Hill
Na os apscisa dolazi ekvivalentna deformacija ϕekv, koja je prema izrazu (2.37)
jednaka normalnoj deformaciji ϕn. Normalna deformacija prema Hill-u dana je
izrazom (2.11), odnosno









Modifikaciju hidraulicˇnog udubljivanja cˇini sfera koja je smjesˇtena na osi
simetrije iznad deformirajuc´e rondele kako to prikazuje slika 3.1. Na taj nacˇin
sfera sprecˇava slobodno hidrooblikovanje i inducira kompleksnu osnosimetricˇnu
geometriju, za koju je moguc´e odrediti silu kojom deformirajuc´i lim pritiˇsc´e sferu
u smjeru osi X.
3.1. Kinematika modificiranog hidraulicˇnog
udubljivanja
Daleko slozˇenija kinematika modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja na sferi od
one hidraulicˇnog udubljivanja, namec´e pristup postavljanja hipoteze o moguc´nosti
odred¯ivanja ekvivalentne deformacije u bilo kojoj tocˇci lima mjerenjem samo
konacˇne debljine stijenke. U tome cilju c´e biti prihvac´ena Hill-ova hipoteza
[2], o jednakosti cirkularne i meridijanske deformacije u tocˇkama O i K, dok
c´e se u tocˇci najvec´eg stanjenja lima E postaviti hipoteza cirkularne deformacije
jednake niˇstici ϕc = 0. U svim tocˇkama deformirajuc´e povrsˇine vrijedi hipoteza
o nestlacˇivosti kontinuuma pri oblikovanju deformiranjem1 .
Za pretpostavku ϕm = ϕc = ϕm,c vec´ je u poglavlju 2.4.3. pokazano da je
ekvivalentna deformacija za ravnomjerno ravninsko rastezanje; ϕc = ϕm, jednaka
ϕekv1 = ϕn (3.1)
1Iako promjena volumena poradi Poisson-ovog faktora νAl99.5 = 0.33 postoji u elasticˇnom
podrucˇju, njen iznos je zanemariv za predmetna mjerenja u plasticˇnom podrucˇju gdje se uzima
ν = 0.5
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Slika 3.1: Shema modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja.





































Ova pretpostavka c´e se koristiti u tocˇci E za izracˇun ekvivalentne deformacije.
Tocˇka E je mjesto najintenzivnijeg tecˇenja materijala i najvec´eg stanjenja lima.
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Slika 3.2: Izravno mjereno naprezanje modificiranim udubljivanjem u
tocˇci K. Sila F mjerena dinamometrom ugrad¯enim u napravu
za MHU. Debljina lima sK u tocˇci K.
U izrazu za ϕekv2 (3.6) ϕn je normalna deformacija izracˇunata mjerenjem
konacˇne debljine lima u tocˇci E u kojoj se pretpostavlja cirkularna deformacija
jednaka 0. ϕn = ln(s1)/(s0), gdje je s0 pocˇetna debljina, a s1 konacˇna debljina
lima.
3.2. Naprezanja u tocˇci K
Ured¯eni par (ϕekv1,K , σekv,K) predstavlja jednu tocˇku krivulje tecˇenja snimljene
modificiranim hidraulicˇnim udubljivanjem. Za navedenu tocˇku potrebno je
odrediti ekvivalentno naprezanje u tocˇci K: σekv,K .
Komponenta izmjerene sile u tangencijalnome smjeru tocˇke K, podijeljena
povrsˇinom normalnog presjeka lima AK u tocˇci K, daje tocˇan iznos meridijanskog












pisK(2rK + sKrKR) sinϑK
(3.9)
gdje je F sila izmjerena prstenastim dinamometrom, sK je debljina lima u tocˇci






Osim meridijanskog naprezanja, za odred¯ivanje ekvivalentnoga potrebno je
poznavati cirkularno i normalno naprezanje.






Tlak pK kao nepoznanicu odred¯uje se iz pretpostavke, da na kontaktnoj povrsˇini
sfere i lima djeluje kontaktni tlak pknt. Ovaj tlak se odred¯uje dijeljenjem sile F
s povrsˇinom horizontalnog presjeka kugle u tocˇci K, odnosno povrsˇinom kruga
radijusa rK








Kako osim pknt djeluje i tlak p, rezultantni tlak pK koji ulazi u izraz (3.11)
odred¯uje se izrazom
pK = pknt − p (3.13)
gdje je p manometrom ocˇitani tlak oblikovanja. Na ovaj nacˇin odred¯eno je
cirkularno naprezanje u tocˇci K.
1Testirana je pretpostavka o raspodjeli kontaktnog tlaka pϑ = pMaxe−ϑ. Integracijom
odred¯en pMax koji se javlja na osi simetrije davao je dvostruko vec´u silu naprezanja plasticˇnog
tecˇenja u tocˇci O od ocˇekivane. Naprotiv pretpostavka o hidrostatskoj raspodjeli kontaktnoga
tlaka na kontaktnoj povrsˇini daje adekvatnu vrijednost naprezanja plasticˇnog tecˇenja za
deformaciju u tocˇci O.
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Normalno naprezanje u tocˇci K odred¯uje se prema pretpostavci koja je




(pknt + p) (3.14)
Negativnim predznakom oznacˇeno je tlacˇno naprezanje dok su meridijansko i
cirkularno naprezanje vlacˇna, pozitivna naprezanja.
Ekvivalentno naprezanje izracˇunava se vec´ ranije navedenim izrazom (2.50)





[(σm,K − σc,K)2 + (σm,K − σn,K)2 + (σc,K − σn,K)2] (3.15)
Ured¯eni par (ϕekv,K , σekv,K) predstavlja jednu tocˇku krivulje tecˇenja snimljenu
u tocˇci K. Tablica 4.1 u poglavlju 4., prikazuje provedena mjerenja i izracˇun
deformacije i naprezanja prema gore navedenim izrazima, koji su neophodni za
snimanje krivulje plasticˇnog tecˇenja u tocˇci K. Segment krivulje tecˇenja snimljen
u presjeku K oznacˇen je na slici 4.8 kao segment K.
3.3. Naprezanja u tocˇci E
Obzirom da u tocˇci K snimljena krivulja plasticˇnog tecˇenja pokriva samo
logaritamsku deformaciju do 0, 22 < ϕekv,K < 0, 31, a najvec´a deformacija
pojavljuje se u tocˇci E; 0, 35 < ϕekv,E < 0, 68, ekstrapolacijom naprezanja
odred¯eno je ekvivalentno naprezanje u tocˇci E; σekv,E. Na ovaj nacˇin
izracˇunavanjem ured¯enog para (ϕekv2,E, σekv,E) dobivena je krivulja tecˇenja
za vec´e logaritamske deformacije kako u poglavlju 4. prikazuje slika 4.8.
Drugim rijecˇima krivulja je ekstrapolirana prema vec´im stupnjevima logaritamske
deformacije; za 120%, odnosno segmentu K krivulje tecˇenja prikazane na slici 4.8
ekstrapoliran je segment E.
Za izracˇun ekvivalentne deformacije u presjeku oznacˇenom tocˇkom E
pretpostavljeno je ϕc = 0, pa je ekvivalentna deformacije prema izrazu (2.38)
jednaka1
1Za oprecˇnu pretpostavku ϕc = ϕm u tocˇci E ekvivalentna deformacija ϕekv1,E =
ln(s0,E/s1,E) je manja 13.4% od ϕekv2,E = 1.155 ln(s0,E/s1,E), pa su nepodudaranja segmenta
krivulje tecˇenja snimljenog u tocˇci K i segmenta krivulje tecˇenja snimljenog u tocˇci E znatna.
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Slika 3.3: Odred¯ivanje naprezanja u presjeku E, sile koje djeluju na











gdje su s1,E konacˇna i s0,E pocˇetna debljina lima u tocˇci E.
Za odred¯ivanje ekvivalentnog naprezanja u tocˇci E potrebno je prvo izracˇunati
meridijansko naprezanje u istoimenoj tocˇci. S tim ciljem, postavljen je uvjet
ravnotezˇe u radijalnome smjeru na segment deformiranog lima izmed¯u tocˇaka E
i K, kako to prikazuje slika 3.3
Postavljanje ravnotezˇe sila u radijalnome smjeru r daje
∑
Fr = 0 (3.17)
− FE cos(ϑE)− Ftr cos(ϑ) + Fp sin(ϑ) + FK cos(ϑK) = 0 (3.18)
Navedeno predocˇuje translacija segmenta SE sa slike 4.8 u lijevo
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sin(2ϑK)]− [ϑE − 1
2
sin(2ϑE)]}








sin(2ϑK)]− [ϑE − 1
2
sin(2ϑE)]}}
Naprezanje u tocˇci E dobije se dijelec´i izracˇunatu silu FE s povrsˇinom normalnog








Kao i kod tocˇkeK, osim meridijanskog naprezanja, za odred¯ivanje ekvivalentnoga
potrebno je cirkularno i normalno naprezanje.






Prema pretpostavci tlak u tocˇci E isti je kao i tlak u tocˇci K pa normalno
naprezanje σE izracˇunato kao aritmeticˇka sredina na lim djelujuc´ih tlakova iznosi
σn,E = −pknt + p
2
(3.21)





[(σm,E − σc,E)2 + (σm,E − σn,E)2 + (σc,E − σn,E)2] (3.22)
Ured¯eni par (ϕekv,E, σekv,E) predstavlja drugu tocˇku krivulje tecˇenja snimljenu
modificiranim hidraulicˇnim udubljivanjem. Tablica 4.1 u poglavlju 4. prikazuje
mjerenja i izracˇun prema gore navedenim izrazima, koji su neophodni za snimanje
krivulje plasticˇnog tecˇenja u tocˇci E. Segment krivulje tecˇenja snimljen u presjeku
E oznacˇen je na slici 4.8.
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3.4. Naprezanja u tocˇci O
Pretpostavka o konstantnom, kontaktnome tlaku na kontaktnoj povrsˇini lima
i kugle radijusa R daje moguc´nost odred¯ivanja naprezanja plasticˇnog tecˇenja i u









i uz pretpostavku jednakosti cirkularnoga i meridijanskoga naprezanja u tocˇci O,
te jednakosti meridijanskog i cirkularnog polumjera zakrivljenosti uz poznati tlak















Normalno naprezanje kao aritmeticˇka sredina tlakova na lim iznosi
σn,O = −pknt + p
2
(3.25)
Ekvivalentno naprezanje izracˇunava se iz meridijanskog, cirkularnog i normalnog
naprezanja prema izrazu (2.50) koji nakon skrac´ivanja glasi
σekv,O = |σm,c,O − σn,O| (3.26)
a deformacija prema identicˇnim izrazima kao i za tocˇku K i E. Ured¯eni par
(ϕekv,O, σekv,O) predstavlja trec´u tocˇku krivulje tecˇenja snimljenu modificiranim
hidraulicˇnim udubljivanjem. Tablica 4.1 u poglavlju 4. prikazuje mjerenja
s pripadajuc´im vrijednostima potrebnim za izracˇun tocˇaka krivulje plasticˇnog
tecˇenja u tocˇci O.
Ured¯eni par (ϕekv,O, σekv,O) predstavlja trec´u tocˇku krivulje tecˇenja snimljenu




Mjerenja su izvedena na napravi namijenjenoj i klasicˇnom i modificiranom
hidraulicˇnom udubljivanju. Naprava je u cijelosti izrad¯ena u laboratoriju za
oblikovanje deformiranjem. Fotografija 4.1 prikazuje izrad¯enu napravu. Slika
4.2 shematski prikazuje centralni dio alata doticˇne naprave, s pomoc´u kojeg se
odvija hidraulicˇno ili modificirano hidraulicˇno udubljivanje.
Kod modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja u osi simetrije centralnog dijela
alata, nalazi se sfera koja predstavlja prepreku slobodnom oblikovanju lima kako
to prikazuje slika 4.2.b. Potonja modifikacija; koja ukljucˇuje sfernu prepreku,
prstenasti dinamometar i nosacˇ sferne prepreke, jedina je razlika naprave u odnosu
na napravu za klasicˇno hidraulicˇno udubljivanje koja je prikazana na slici 4.2.a.
Naprava je namijenjena mjerenjima na limovima debljine do 2 mm,
tlakovima do 100 bar, maksimalno 300 bar klasicˇnim i modificiranim hidraulicˇnim
udubljivanjem. Na slici 4.3 oznacˇeni su dijelovi hidraulicˇne sheme koja sluzˇi
ostvarivanju navedenih tlakova hidraulicˇnog oblikovanja.
Utjecaj brzine deformacije, koja u hladnom stanju neznatno utjecˇe na
ocˇvrsˇc´enje materijala [17], josˇ je viˇse umanjen malim protokom fluida ostvarenim
rucˇnom pumpom. Ciklus udubljivanja, i klasicˇnog i modificiranog trajao je
minimalno 15 sekundi. Najintenzivnije stanjivanje lima u tocˇci E nije linearno
i zato je potrebno razmotriti prirast deformacije izmed¯u dva, najvec´a tlaka
oblikovanja; p1 = 23 bar i p2 = 24 bar. Najvec´i izmjereni prirast logaritamske
deformacije izmed¯u ta dva tlaka je ∆ϕ = 0, 16 Pretpostavi li se vremenski linearni
prirast tlaka od 0-24 bar tijekom 15 s, dobiva se da je vrijeme porasta tlaka s 23 na
24 bar ∆t = 15/24 = 0, 625 s. Dijelec´i najvec´i prirast deformacije s izracˇunatim
vremenom, dobiva se maksimalna brzina deformacije od ϕ˙ = ∆ϕ/∆t = 0, 25s−1
sˇto je donja granica razmatranih brzina u atlasu krivulja tecˇenja [18]. Na taj
nacˇin je eliminiran upliv brzine deformacije prilikom razmatranja modificiranog
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Slika 4.1: Naprava za klasicˇno i modificirano hidraulicˇno udubljivanje
hidraulicˇnog udubljivanja na sferi kao nove metode snimanja krivulje plasticˇnog
tecˇenja.
4.1. Klasicˇno hidraulicˇno udubljivanje
Slika 4.5 prikazuje krivulju tecˇenja snimljenu klasicˇnim hidraulicˇnim
udubljivanjem. Na slici su prikazane dvije krivulje; jedna s deformacijom
odred¯enom po Hillu (2.65), a druga s deformacijom odred¯enom mjerenjem
debljine na polu ispupcˇenja (2.37). Ukupno su izvedena 24 mjerenja, za svaku od
osam prikazanih tocˇaka po krivulji, tri mjerenja.
Mjerenja su izvedena gradacijom visine ispupcˇenja h od 0 do 40 mm u
koracima od po 5 mm. Iznad visine h = 40 mm dolazi do loma, pa je maksimalna
visina do koje su izvedena mjerenja hmax = 40 mm a odgovara tlaku od
p = 21, 5 bar.
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Slika 4.2: Shema centralnog dijela naprave za (a) klasicˇno i (b)
modificirano hidraulicˇno udubljivanje s dijelovima naprave; 1.
Poklopac 2. Pritezni prsten 3. Cilindricˇni nosacˇ 4. Nosacˇ
sferne prepreke (sfere) 5. Prstenasti dinamometar 6. Gornja
pritezna plocˇa 7. Gornji upinjacˇ rondele 8. Donji upinjacˇ
rondele 9. Donja pritezna plocˇa 10. Sferna prepreka (sfera)
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Slika 4.3: Hidraulicˇna shema naprave; 1. Centralni dio naprave 2.
Povratni vod 3. Manualni razvodnik 4/2 4. Manometar s
ventilom 5. Rucˇna pumpa 6. Povratni vod razvodnika 7.
Spremnik hidraulicˇnog medija s otplinjavanjem.
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Slika 4.4: Shema mjerenih velicˇina kod klasicˇnog hidraulicˇnog
udubljivanja
Visina h uvrsˇtena u izraz (2.65) daje ekvivalentnu logaritamsku deformaciju
po Hill-u




Po vad¯enju epruvete iz naprave mjerena je i konacˇna debljina lima s1 na polu
epruvete u tocˇci P , gdje je dosˇlo do najvec´eg stanjenja materijala te izrazom
(2.37)





Gore navedena dva izracˇuna deformacije sparuju se s naprezanjem plasticˇnog





Na slici 4.4 prikazane su mjerene velicˇine koje se uvrsˇtavaju u gore navedene
izraze za klasicˇno hidraulicˇno udubljivanje.
Kao sˇto i autor navodi u [2], dvije krivulje tecˇenja se dobro poklapaju za manje
stupnjeve logaritamsku deformacije. Za vec´e iznose, razlike su znacˇajnije. To je
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Slika 4.5: Krivulje plasticˇnog tecˇenja snimljene klasicˇnim hidraulicˇnim
udubljivanjem. Hill-ova krivulja dobivena idealizacijom
jednakosti cirkularne i meridijanske deformacije nadvisuje
druge krivulje.
posljedica vec´e deformacije na podrucˇje oko pola P , o kojoj detaljnije govori rad
[13] a koju mjerenjem visine ispupcˇenja dobivena deformacija ne registrira.
Unatocˇ navedenome nedostatku Hill-ov nacˇin mjerenja je ukljucˇen u
razmatranje, jer predstavlja idealizaciju ravnomjernog ravninskog rastezanja1 u
svim tocˇkama ispupcˇenja. Ova idealizacija u stvarnosti ne postoji [35] osim na
polu ispupcˇenja [36] epruvete. U vec´ini tocˇaka ispupcˇenja dominira meridijanska
deformacija.
Zbog navedenog krivulja tecˇenja s deformacijom odred¯enom po Hill-u u
svim tocˇkama nadvisuje krivulju tecˇenja s deformacijom odred¯enom izravnim
mjerenjem konacˇne debljine lima. Da bi se dobilo navedeno nadvisivanje,
potrebno je posebnu pozornost posvetiti mjerenju visine h iz koje se odred¯uje
deformacija po Hill-u. Mora se uzeti u obzir nepostojanje savojne krutosti
rondele koja se pritezanjem u napravu mozˇe ”izbaciti”, rezultirajuc´i visinom za
tlak jednak nuli; odnosno plasticˇnom deformacijom za naprezanje jednako nuli.
Ovu nelogicˇnost se otklanja umanjivanjem ocˇitane visine ispupcˇenja za visinu
izbacivanja rondele tijekom pritezanja. Nadalje, zaobljeni rubovi matrice oko
kojih se lim savija po obodu, umanjuju ukupnu visinu ”neoslonjene” povrsˇine
ipupcˇenja tijekom udubljivanja. Zato je potrebno umanjiti visinu ispupcˇenja josˇ
za doticˇno ”oslanjanje” epruvete i tek tako dobivenu visinu uvrstiti u izraz (2.65)
1Pretpostavlja jednakost meridijanske i cirkularne deformacije u svim tocˇkama ispupcˇenja.
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Slika 4.6: Skica modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja s oznacˇenim
tocˇkama u kojima su izvedena mjerenja.
da bi se izracˇunala deformacija na polu. Tek po navedenim modifikacijama dobiva
se krivulja plasticˇnog tecˇenja prikazana na slici 4.5.
4.2. Modificirano hidraulicˇno udubljivanje na
sferi
Kod modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja za koje je centralni dio naprave
prikazan na slici 4.2.b, mjerene vrijednosti su tlak oblikovanja p i sila F kojom lim
pritiˇsc´e sferu. Tlak je mjeren na identicˇan nacˇin kao i kod klasicˇnog udubljivanja;
manometrom, a sila pomoc´u prstenastog dinamometra koji je ugrad¯en u napravu
izmed¯u istake nosacˇa sferne prepreke i same sferne prepreke (sfere) kako to
prikazuje slika 4.2.b.
Po vad¯enju oblikovanog lima iz naprave 4.7.b potrebno je u tocˇkama O, E i
K izmjeriti debljinu lima i odrediti pripadajuc´e radijuse rE i rK te rB. Tocˇke
u kojima se odred¯uju navedene velicˇine prikazuje slika 4.6. Radijusi rE i rK
te rB su oznacˇeni prema pripadajuc´em koordinatnome sustavu rOx. Kako bi
mjerenje odgovarajuc´ih radijusa uopc´e bilo moguc´e, potrebno ga je izvesti na
rondelama oblikovanim vec´im tlakovima p > 19 bar. Kod klasicˇnog hidraulicˇnog
oblikovanja 4.7.a, mjerenje iskljucˇivo pri vec´im tlakovima onemoguc´ilo bi snimanje
krivulje tecˇenja za manje stupnjeve deformacije. Kod modificiranog hidraulicˇnog
udubljivanja to nije slucˇaj, jer u provedenom eksperimentu i kod najvec´eg tlaka
u tocˇci O, deformacija je manja od 0,2.
U tocˇci O i naprezanja i deformacije su najmanje zbog djelovanja trenja na
kontaktnoj povrsˇini sfera-lim. U protivnome, za µ = 0, i deformacija i naprezanje
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Slika 4.7: Oblikovane rondele; a. Klasicˇno hidraulicˇno udubljivanje b.
Modificirano hidraulicˇno udubljivanje
bi bili o ovoj tocˇci najvec´i. Kako se radi o trenju izmed¯u aluminija i cˇelika, prema
[37, 38], faktor trenja je vrlo velik µstat = 0, 61
1, µdin = 0, 47. Imajuc´i na umu da
je za sferu koriˇstena polirana kugla, uzeta je srednja vrijednost granicˇnog faktora
trenja µ = 0, 2 [17].
Znacˇaj naprezanja plasticˇnog tecˇenja u tocˇci O posebno isticˇe cˇinjenica da
je ono izracˇunato na temelju pretpostavke o konstantnome tlaku na kontaktnoj
povrsˇini sfera-lim. Pretpostavka o eksponencijalnoj raspodjeli tlaka na kontaktnoj
povrsˇini daje prihvatljive rezultate o naprezanju tecˇenja u tocˇkama K i E, ali u
tom slucˇaju faktorom dva premasˇuje ocˇekivanu vrijednost naprezanja u tocˇci O.
U tocˇci E naprezanja i deformacije su najvec´e. Ekstrapolacija krivulje
tecˇenja u ovu tocˇku izvedena je da bi se dobili vec´i stupnjevi logaritamske
deformacije ϕ < 0, 7, sˇto je gotovo jednako ostvarivom stupnju mjerljive
deformacije kod klasicˇnog hidraulicˇnog udubljivanja. Ekstrapolacija je provedena
uz pretpostavljeni konstantni kontaktni tlak pknt i granicˇni faktor trenja µ = 0, 2.
Poklapanje segmenta E krivulje tecˇenja sa segmentomK ovisi o iznosu faktora
trenja, i josˇ je bolje ako se uzme vec´i iznos faktora trenja. Navedeno je donekle u
skladu s izrazito malom brzinom deformacije koja se u provedenome eksperimentu
krec´e u intervalu 5 ∗ 10−3 < ϕ˙ekv < 2, 5 ∗ 10−1.
Modificiranim hidraulicˇnim udubljivanjem dobivaju se tri tocˇke krivulje
plasticˇnog tecˇenja, izvod¯enjem mjerenja na jednoj jedinoj rondeli. U tocˇci O
za deformacije od 0,1 do 0,2, u tocˇci K za deformacije od 0,2 do 0,3 i u tocˇci
E za deformacije od 0,3 do 0,7. Tako provedene mjerenja pokrivaju raspon
1Za materijal u plasticˇnom podrucˇju, maksimalni faktor kontaktnog trenja iznosi µmax =
0, 57 prema von Missesovom uvjetu plasticˇnog tecˇenja pa se faktor trenja krec´e u rasponu
µstat = 0, 57, µdin = 0, 47. Izvod maksimalnog faktora trenja u slucˇaju tecˇenja materijala dan
je u dodatku 7.5..
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Slika 4.8: Krivulja plasticˇnog tecˇenja snimljena modificiranim
hidraulicˇnim udubljivanjem. Kruzˇic´ima oznacˇene tocˇke
dobivene mjerenjem u tocˇci O, simbolom dijamanta oznacˇene
tocˇke dobivene mjerenjima u tocˇci K i punim kvadratic´ima
oznacˇene tocˇke dobivene mjerenjima u tocˇci E.
logaritamskih deformacija od 0,1 do 0,7 kako to prikazuje slika 4.8. Nemoguc´nost
snimanja krivulje tecˇenja za deformaciju manju od 0,1 nije znacˇajna za predmetno
podrucˇje; podrucˇje velikih deformacija, jer i sam atlas krivulja plasticˇnog tecˇenja
[18] daje krivulje tecˇenja samo za ϕ > 0, 1.
Mjerenja su izvedena na 18 rondela, 3 mjerenja za svaki tlak od 19 do 24
bar u koraku od po 1 bar. Na temelju izmjerenih vrijednosti su prema izrazima
iz poglavlja 3. izracˇunate ekvivalentna logaritamska deformacija i ekvivalentno
naprezanje. Sva mjerenja i izmjerene vrijednosti dana su u tablici 4.1.
Prema (2.59) odnosno von Missesovom uvjetu plasticˇnog tecˇenja, ekvivalentno
naprezanje jednako je naprezanju plasticˇnog tecˇenja. Ovako izracˇunato
naprezanje spareno s pripadajuc´om ekvivalentnom deformacijom, predstavlja
tocˇku krivulje plasticˇnog tecˇenja. Na slici 4.8 je kroz sva tri oblaka tocˇaka,
metodom najmanjih kvadrata polozˇen je Ludwik-Hollomon-ov model krivulje
tecˇenja. Kako navedeni model za ϕ = 0 daje kf = 0, a krivulja plasticˇnog
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tecˇenja polazi iz granice tecˇenja1, krivulja tecˇenja je zadana sljedec´im izrazom
kf =
32 ϕekv < 0, 01131, 4 ϕ0,284 ϕekv > 0, 01 (4.1)
Navedeni Ludwik-Hollomon-ov korigirani model prikazan je na slici 4.8 zajedno s
interpoliranim oblacima tocˇaka.
U radu odred¯eni model je koriˇsten i u izradi numericˇkog modela modificiranog
i klasicˇnog hidraulicˇnog udubljivanja.
1u ovom slucˇaju za razmatrani materijal koji nema izrazˇenu granicu tecˇenja, krivulja tecˇenja




















































Kako bi izmjerene vrijednosti u tablici 4.1 bile eksperimentalno prihvatljive
potrebno je izvrsˇiti proracˇun mjerne nesigurnosti GUM1 metodom. Uvrijezˇeni












gdje su aik mjerene vrijednosti a f iz doticˇnih izmjerena vrijednost; zadana kao
funkcija f = f(aik). Indeks i odnosi se na pojedinu mjerenu velicˇinu a indeks k na
ponavljanje pokusa. Standardnu devijaciju σi je moguc´e tumacˇiti kao standardnu
mjernu nesigurnost mjernog sredstva kojim je izmjerena velicˇina aik.
Koristec´i izraz izveden u dodatku 7.9., mjerna nesigurnost u(f) izracˇunati c´e
se kao maksimalna mjerna nesigurnost svih izmjera
u(f) = ±
√
Max {σ2k, k = 1 . . . n} (4.3)









σ2i , k = 1 . . . n
}
(4.4)
m je broj mjerenih varijabli, n ukupan broj mjerenja; aik je i-ta mjerena varijabla
u k-tom ponavljanju i σi standardna devijacija odnosno u ovom slucˇaju mjerna
nesigurnost instrumenta kojim je mjerena i-ta varijabla.
Isti izraz izveden je u dodatku 7.9.. Njegovim koriˇstenjem proracˇunati c´e
se standardna mjerna nesigurnost za logaritamsku deformaciju i naprezanje
plasticˇnog tecˇenja u sve tri tocˇke mjerenja kod modificiranog hidraulicˇnog
udubljivanja.
1Skrac´enica engleskog naziva: Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement
(ISO)
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4.3.1. Mjerna nesigurnost deformacije u tocˇkama K i O
U tocˇkama K i O logaritamska deformacija ϕekv1 odred¯uje se prema izrazu
(2.37) kao
ϕekv1 = ϕn = ln
s0
s1
usklad¯ujuc´i gornji izraz s izrazom (4.4), f = ϕekv1, a1k = s0k, a2k = s1k
gdje je k = 1 . . . n, a izvedeno je ukupno n = 18 mjerenja. Kako izraz
(4.4) upuc´uje, izracˇunat c´e se mjerna nesigurnost za svako od 18 mjerenja te
odabrati najvec´a, kao reprezentativna standardna mjerna nesigurnost izmjerene
logaritamske deformacije u(ϕekv1).



































a kako su obje debljine; i s0 i s1 u k-tom mjerenju izracˇunate mikrometarskom
urom σ2s0k = σ
2
s1k












Poznavajuc´i σ2k(ekv1) mozˇe se napisati izraz za proracˇun mjerne nesigurnosti













gdje je u(s) = σs = 0, 7 µm standardna mjerna nes¸igurnost komparatora
rezolucije 0, 001mm.
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Mjerna nesigurnost izracˇunata je za svaku izmjeru i najvec´a odabrana kao
reprezentativna standardna mjerna nesigurnost deformacije u tocˇkama K i O
kako to prikazuje tablica 4.2.
4.3.2. Mjerna nesigurnost deformacije u tocˇci E












3 koji se javlja u odnosu na izracˇun ϕekv1, samo proporcionalno















Mjerna nesigurnost izracˇuna se za svaku tocˇku i najvec´a odabere kao
reprezentativna standardna mjerna nesigurnost deformacije u tocˇci E, tablica
4.2.
4.3.3. Mjerna nesigurnost naprezanja u tocˇci K





[(σm,K − σc,K)2 + (σm,K − σn,K)2 + (σc,K − σn,K)2] (4.11)
U tocˇci K meridijansko naprezanje σm,K je odred¯eno u poglavlju 3.2. i iznosi
σm,K =
2FR
pisK(DK + sKDK/2R) DK
(4.12)







− p)R− σm,K (4.13)
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Prema izrazima (4.12)-(4.14) ekvivalentno naprezanje je funkcija niza mjerenih
velicˇina; σekv,K = f(R, F, p, DK , sK). Prema izrazu (4.5) proracˇunata mjerna






)2 ∗ u(R)2 + ( ∂f
∂F












gdje su F dinamometrom mjerena sila sa standardnom mjernom nesigurnosti
u(F ) = σF = ± 14 N, sK mikrometarskom komparatorskom urom
mjerena debljina lima u(s) = σs = 0, 7 µm, DK je pomicˇnim mjerilom mjeren
promjer uz u(D) = σD = ±5, 7 µm te p manometrom mjereni tlak uz
u(p) = σp = ±0, 162 bar.
Nakon sˇto se proracˇuna mjerna nesigurnost ekvivalentnog naprezanja u tocˇci
K za svaku izmjeru1, odabire se njezin najvec´i iznos kao mjerna nesigurnost
izmjerenog naprezanja u tocˇci K, sˇto je ucˇinjeno u tablici 4.2.
4.3.4. Mjerna nesigurnost naprezanja u tocˇci E





[(σm,E − σc,E)2 + (σm,E − σn,E)2 + (σc,E − σn,E)2]
U tocˇci E meridijansko naprezanje σm,E dano je u poglavlju (3.3.) kao
σm,E =
1
pisE(2rE + sErER) cos(ϑE)




sin(2ϑK)]− [ϑE − 1
2
sin(2ϑE)]}}
1U tu svrhu se zbog duljine izraza koristi simbolicˇka derivacija i izracˇun u programskome
pakete Mathemetica (Wolfram research).
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Pri izracˇunu mjerne nesigurnosti izmjerena velicˇina, u ovom slucˇaju σm,E mora
biti izrazˇena preko mjerenih velicˇina; iz gornjeg izraza potrebno je ukloniti ϑE,
ϑK i pK , odnosno izraziti doticˇne preko mjerenih velicˇina.













uvrsˇtavanjem gornja tri izraza u izraz za σm,E dobiva se
σm,E =
1






















































− p)R− σm,E (4.17)








Izrazima (4.16)-(4.18) ekvivalentno naprezanje σekv,E izrazˇeno je kao funkcija
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mjerenih velicˇina; R, F , p, DK , DE i sE.
σekv,E = f(R, F, p, DK , DE, sE) (4.19)
Koriˇstenjem izraza za proracˇun mjerne nesigurnosti (4.5), iz poznatih mjernih






)2 ∗ u(R)2 + ( ∂f
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u(R) = u(DK) = u(DE) = ± 5, 7µm je standardna mjerna nesigurnost digitalnog
pomicˇnog mjerila rezolucije 0,01 mm kojim je mjeren radijus R i promjeri DK
i DE, u(F ) = ± 14 N je standardna mjerna nesigurnost koriˇstenog prstenastog
dinamometra, u(p) = ±0, 162 bar je standardna mjerna nesigurnost manometra
i u(sE) = ± 0, 7 µm je standardna mjerna nesigurnost komparatora rezolucije
kojim je mjerena debljina lima sE.
Uz pomoc´ programskog paketa Mathematica, proracˇunata je mjerna
nesigurnost za svako izmjereno σekv,E a najvec´a vrijednost odabrana kao
reprezentativna mjerna nesigurnost naprezanja u tocˇci E, tablica 4.2.
4.3.5. Mjerna nesigurnost naprezanja u tocˇci O





[(σm,E − σc,E)2 + (σm,E − σn,E)2 + (σc,E − σn,E)2] (4.21)
Vec´ u poglavlju 3.4. ustanovljeno je da je u tocˇci O meridijansko naprezanje
















Obzirom da je σc,O = σmO izraz za ekvivalentno naprezanje prelazi u
σekv,O = σm,c,O − σn,O (4.24)







































Gdje je u(R) = ±5, 7µm, u(F ) = ±14 N, u(p) = ±0, 162 bar, u(DK) = ± 5, 7 µm
i sO je komparatorskom urom mjerena debljina lima u tocˇci O uz
u(sO) = ±0, 7 µm. Za svako izmjereno naprezanje σekv,O izracˇunata je mjerna
nesigurnost i njezin najvec´i iznos odabran za mjernu nesigurnost naprezanja u
tocˇci O, 4.2.
4.3.6. Izracˇun mjernih nesigurnosti
Programskim paketom Mathematica dobivena je tablica 4.2. Iz tablice je
vidljivo da maksimalna mjerna nesigurnost
• u tocˇci K iznosi;
– za deformaciju zanemarivih 0,001 sˇto je za red velicˇine manje
od relevantnih iznosa deformacije koji se koriste u oblikovanju
deformiranjem
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– za naprezanje u(σekv, K) = 1, 1 N/mm
2 sˇto je za iznos najmanjeg
naprezanja 90, 4 N/mm2 gresˇka od 1,2% i kao takva prihvatljiva u
tecˇenju materijala kao izrazito nelinearnome procesu
• u tocˇci E iznosi
– za deformaciju nesˇto vec´ih a opet zanemarivih 0,002
– za naprezanje u(σekv, E) = 2, 0 N/mm
2 sˇto takod¯er prihvatljiv iznos
obzirom na σekv, E kao velicˇinu zavisnu o sˇest mjerenih velicˇina σekv,E =
f(R, F, p, DK , DE, sE).
• u tocˇci O iznosi
– za deformaciju opet zanemarivih 0,001
– za naprezanje u(σekv, O) = 1, 0 N/mm
2 sˇto je za iznos najmanjeg


























Simulacija postupaka hidraulicˇnog i modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja
izvedena je metodom konacˇnih elemenata u programskom paketu MSC Marc
Mentat [39]. Pri tom su izrad¯ena dva numericˇka modela za simulaciju obicˇnog i
modificiranog udubljivanja:
1. Osnosimetricˇni 2D MKE model
2. Osnosimetricˇni 3D MKE model
Za razliku od osnosimetricˇnog 2D modela, 3D model pruzˇa moguc´nost
modeliranja hidrooblikovanja nesimetricˇnih geometrija.
U slucˇaju osnosimetricˇnog 2D modela, materijal je modeliran kao izotropni,
elastoplasticˇni materijal1. Konstante u elasticˇnom podrucˇju za Al99,5 lim (UNS
No. A91050), prema [40] iznose; Youngov modul elasticˇnosti E = 69000 N/mm2,
Poissonov faktor ν = 0, 33.
Za slucˇaj 3D modela, materijal je modeliran kao krutoplasticˇni. Ovo je bilo
neophodno za uspjesˇno dovrsˇenje simulacije s membranskim elementima koji su
izrazito nestabilni.
Za oba numericˇka modela, izotropna plasticˇnost je modelirana krivuljom
plasticˇnog tecˇenja snimljenom modificiranim hidraulicˇnim udubljivanjem na sferi,
koja ja dana slikom 4.8. Ploha tecˇenja odabrana je po Von Missesu. Metodom
najmanjih kvadrata odred¯en je Ludwik–Holomon-ov analiticˇki izraz koji povezuje
stvarna naprezanja i stvarne deformacije;
kf = Cϕ
n (5.1)
1Modeliranje elasticˇnog ponasˇanja bilo je neophodno za prevladavanje pocˇetnih inkremenata
simulacije. Zbog malene krutosti membrane, model kruto-plasticˇnog materijala otezˇava ili
onemoguc´ava provod¯enje simulacije.
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gdje je metodom najmanjih kvadrata odred¯ena konstanta C = 147, 9N/mm2
i eksponent ocˇvrsˇc´enja n = 0, 278. Za ϕekv = 0 uzeta je vrijednost granice
popusˇtanja prema certifikatu ispitivanog aluminijskog lima od σekv = 32 N/mm
2.
S uvrsˇtenim vrijednostima C i n izraz (5.1) u primijenjenoj formi glasi
kf =
32 ϕekv < 0, 01147, 9 ϕ0,278 ϕekv > 0, 01 (5.2)
Trenje u simulaciji modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja na sferi
modelirano je modificiranim Coulomb-ovim bilinearnim modelom.
Coulomb-ov model dan je izrazom
ft ≤ −µfnt (5.3)
gdje je ft tangencijalna sila - sila trenja u pojedinome cˇvoru, µ je faktor trenja,
fn je normalna sila u cˇvoru i t je tangencijalni jedinicˇni vektor u smjeru relativne
brzine gibanja.
Modifikacija modela se sastoji u tome da za velike iznose normalne sile fn,
eksperimentalno utvrd¯eni odnos sile trenja i normalne sile ne prati Coulomb-ov
model dan izrazom (5.3) kako to prikazuje slika 5.1.a. Zato se radi pretpostavka da
je sila trenja u pojedinom cˇvoru proporcionalna naprezanju trenja u tom istome
cˇvoru i koristec´i pojam granicˇnog naprezanja pri odred¯ivanju trenja postavlja se
ovisnost naprezanja trenja o normalnom naprezanju kako to shematski pokazuje
slika 5.1.b.
Slika 5.1: Modifikacija Coulomb-ovog modela trenja; (a) Coulomb-ov
model i eksperimentalno utvrd¯ena ovisnost sile trenja o
normalnoj sili (b) shematski prikaz modificiranog modela koji
se koristi u numericˇkoj simulaciji, [39]
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Slika 5.2: Bilinearni Coulomb-ov model trenja, [39]
Bilinearnost modela je detaljno razrad¯ena u [39] a odnosi se na ovisnost trenja
o pomaku cˇvora. Ta ovisnost u slucˇaju da je δ = 0, slika 5.2, skokovito mijenja
iznos sile trenja uzrokujuc´i numericˇku nestabilnost, pa je potrebno linearizacijom
BH i BJ odnosno bilinearnom modifikacijom δ 6= 0 rijesˇiti navedeni problem.
Iako koriˇsteni model trenja ne modelira prijelaz iz staticˇkog u kinematski rezˇim
trenja, odabrani model trenja zadovoljavajuc´e modelira eksperimentalno opazˇeni
ekstrem deformacije; najvec´e stanjenje lima u tocˇci E i potom zadebljanja do
tocˇke K, u kojoj se lim odvaja od sfere.
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5.1. Osnosimetricˇni/2D numericˇki model
Poradi jednostavnosti i sˇirokog dijapazona primjene u modeliranju
osnosimetricˇnih postupaka oblikovanja [41, 42], koriˇsten je bilinearni konacˇni
kvadratni element s cˇetiri cˇvora. Iako bilinearne funkcije oblika ”losˇe”modeliraju
smicˇna naprezanja, u zadanome modelu membranskome stanju naprezanja
ne smeta ovaj nedostatak zbog fizikalnog izostanka smicˇnih naprezanja. U
modeliranju kontakta kod modificiranog udubljivanja, dolazi do izrazˇaja dobro
svojstvo stabilnosti i numericˇke efikasnosti odabranog linearnog elementa1.
Slika 5.3: 2D MKE model hidraulicˇnog udubljivanja: a. Nedeformirani
model, tlak p = 0 bar b. Deformirani osnosimetricˇni 2D MKE
model pri maksimalnome eksperimentalnome tlaku od
p = 21, 5 bar
1Iako na raspolaganju, elementi viˇseg reda nisu koriˇsteni jer kod modeliranja velikih
deformacija induciraju probleme s konvergencijom, osobito ako u simulaciji postoji kontakt
s trenjem kao u modificiranome udubljivanju.
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Slika 5.3.a prikazuje nedeformiranu mrezˇu a slika 5.3.b deformiranu mrezˇu
osnosimetricˇnog modela hidraulicˇnog udubljivanja. Model je izrad¯en od 280
konacˇnih 2D elemenata tipa 10, te uspjesˇno modelira klasicˇno udubljivanje do
maksimalnoga tlaka od p = 22, 8 bar.
Slika 5.4: 2D MKE model modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja: a.
Nedeformirani osnosimetricˇni 2D MKE model b. Deformirani
osnosimetricˇni 2D MKE model pri maksimalnome
eksperimentalnome tlaku modificiranog udubljivanja od
p = 24 bar
U tocˇci U numericˇki model rondele oslanja se na zaobljenje ruba matrice,
neophodno kako tijekom oblikovanja ne bi dosˇlo do prosijecanja rondele. U istoj
tocˇci na materijal su postavljeni rubni uvjeti koji onemoguc´uju radijalni i aksijalni
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pomak pripadajuc´eg cˇvora. Tocˇka P predstavlja tocˇku u osi simetrije1 gdje je
svim cˇvorovima na osi simetrije postavljen rubni uvjet nepomicanja u radijalnome
smjeru.
Tlak p koji deformira rondelu, modeliran je takod¯er s pomoc´u rubnih uvjeta,
koji su postavljeni u vidu opterec´enja po rubovima (e. edge load) elemenata s
donje strane rondele kao sila po jedinici povrsˇine. S obzirom na deformirajuc´u
geometriju, opterec´enje je definirano tako da prati normalu i modul rastuc´e
”povrsˇine” konacˇnog elementa (e. follower force).
Slika 5.4.a prikazuje nedeformiranu mrezˇu a slika 5.4.b deformiranu
mrezˇu osnosimetricˇnog modela modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja na
sferi. Numericˇki MKE model uspjesˇno modelira modificirano udubljivanje do
maksimalnog eksperimentalno izmjerenog tlaka od p = 24 bar.
1Kako bi simulacija mogla biti provedena, u simulaciji tocˇka P je pomaknuta od osi simetrije
za 0, 1 mm.
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Slika 5.5: 3D MKE model klasicˇnog udubljivanja, mrezˇa trokutnih
konacˇnih elemenata prije deformacije
5.2. Trodimenzijski numericˇki model
Trodimenzijska simulacija, klasicˇnog i modificiranog postupka udubljivanja,
izvedena je DKT1 elementom tipa 138; bilinearnim trokutnim elementom za
analizu tanke ljuske sa tri cˇvora. Trokutna geometrija plosnatog2 konacˇnog
elementa najblizˇa je racˇunalnom formatu ∗.stl i kao takva najprimjerenija CAM
tehnologiji.
Jednostavna formulacija u odnosu na standardne elemente viˇsega reda
namijenjene modeliranju ljusaka [43], cˇini odabrani tip elementa vrlo povoljnim
po pitanju usˇtede procesorskog vremena, ali i neosjetljivim na vec´e distorzije.
Navedeno je od osobitog znacˇaja u simulaciji velikih i trajnih deformacije gdje se
nelinearnost ocˇituje na tri nacˇina; zbog geometrije, zbog nelinearnog ocˇvrsˇc´enja
materijala i zbog djelujuc´eg trenja (kod modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja
na sferi).
Kod modeliranja trenja i problema kontakta opc´enito, u znatnoj su
prednosti linearni elementi s manjim brojem cˇvorova. Trokutni element viˇseg
reda; bilinearni ”semi loof” element sa 6 cˇvorova, pri simulaciji modificiranog
hidraulicˇnog udubljivanja, zbog pojave kontakta lima i sfere; zahtijeva 2,5 puta
dulje procesorsko vrijeme za identicˇne ulazne i izlazne parametre simulacije uz
1eng. Discrete Kirchoff Theory
2Plosnati element u CAD prikazu nema debljine vec´ mu se ista pridruzˇuje kao svojstvo.
Lim se ovim elementom predocˇuje u vidu dvostruko zakrivljene 3D povrsˇine.
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Slika 5.6: 3D MKE model klasicˇnog udubljivanja, mrezˇa trokutnih
konacˇnih elemenata nakon deformacije
neznatnu razliku simuliranih velicˇina.
Slika 5.5 prikazuje cˇetvrtinu rondele prije deformacije u prostornom prikazu
kod obicˇnog, a slika 5.7 kod modificiranog udubljivanja. Simulacija je izvedena na
cˇetvrtini kako bi se skratilo vrijeme racˇunanja. Duzˇ bridova PU i PT postavljeni
su rubni uvjeti, koji onemoguc´avaju cirkularni pomak cˇvorova u meridijanskoj
ravnini u kojoj lezˇi brid PU , i u meridijanskoj ravnini u kojoj lezˇi brid PT . Po
obodu rondele duzˇ luka T̂U cˇvorovima je fiksirano svih sˇest stupnjeva slobode
gibanja. I u simulaciji obicˇnog i u simulaciji modificiranog udubljivanja rubni
uvjeti su postavljeni na identicˇan nacˇin. Tlak p takod¯er je postavljen u vidu
varijabilnog rubnog uvjeta koji prati normalu i povec´anje povrsˇine deformirajuc´ih
elemenata.
Obzirom da je za MKE model odabran plosnati element, debljina lima od
s = 1 mm pridruzˇena je mrezˇi elementa, definiranjem geometrijskih svojstava za
elemente koji modeliraju 3D ljusku.
Slika 5.6 prikazuje cˇetvrtinu rondele nakon deformacije pri tlaku p = 21, 5 bar
a slika 5.8 cˇetvrtinu kod modificiranog udubljivanja pri maksimalnom tlaku od
p = 24 bar. Prikaz je samo kvalitativan, a odnos eksperimentalno izmjerenih i
numericˇki dobivenih vrijednosti dan je u narednom poglavlju.
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Slika 5.7: MKE model modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja na sferi,
mrezˇa trokutnih konacˇnih elemenata prije deformacije
Slika 5.8: MKE model modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja na sferi,
mrezˇa trokutnih konacˇnih elemenata nakon deformacije
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5.3. Usporedba numericˇkih vrijednosti i
eksperimentalnih rezultata
5.3.1. Klasicˇno hidraulicˇno udubljivanje
Kod klasicˇnog hidraulicˇnog udubljivanja uspored¯ene su eksperimentalna i
simulirana vrijednost;
1. visine ispupcˇenja hP
2. debljine lima na polu sP .
Na slici 5.9.a punom linijom je prikazana eksperimentalno mjerena visina
ispupcˇenja hP kao funkcija tlaka oblikovanja p koji se krec´e u granicama od 0
Slika 5.9: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene visine
ispupcˇenja u tocˇci P ; eksperimentalni podaci oznacˇeni punom
linijom i krugom, kvadratom 2D MKE simulacija, trokutom
3D MKE simulacija, a. visina ispupcˇenja b. relativna razlika
visina [(MKE-eksperiment)/eksperiment]
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Tablica 5.1: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene visine
ispupcˇenja u tocˇci P
do 21, 5 bar. Osam kruzˇic´a prikazuje osam eksperimentalnih mjerenja, po tri
za svaki kruzˇic´. Uz njih su, za istih osam vrijednosti pripadajuc´eg tlaka, dane
numericˇke vrijednosti i to;
• Kvadratom su oznacˇene vrijednosti dobivene 2D simulacijom
• Trokutima oznacˇene vrijednosti dobivene 3D simulacijom
Uocˇljivo je kako simulirane vrijednosti visina ispupcˇenja padaju ispod
eksperimentalnih. Na slici 5.9.b i u tablici 5.1 dana je relativna razlika ∆hP





Usporedbom podataka vidi se kako ovako definirana razlika iznosi do 11% za
tlakove do 20 bar. Iznad navedenog iznosa tlaka, kad se udubljivanje priblizˇi
pojavi pukotine, relativna razlika iznosi 17% za 2D model i 15% za 3D model.
Iako se radi o simulaciji, ovaj opazˇeni skok mozˇe posluzˇiti kao indicija fizikalnih
zbivanja u samome eksperimentu, koja je potrebno eksperimentalno detaljnije
provjeriti kao sˇto su autori ucˇinili u [44].
Vec´i iznos eksperimentalnih od simuliranih vrijednosti visine ispupcˇenja u
skladu je s opazˇenom, povec´anom krutosti diskretiziranog modela kod metode
pomaka, koja je koriˇstena pri modeliranju hidraulicˇnog udubljivanja u MSC Marc
Mentat-u.
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S druge strane, debljina na polu ispupcˇenja zaostaje za simuliranom debljinom
sˇto je u skladu s manjom visinom ispupcˇenja, a oboje je kvalitativno u skladu s
zakonom nepromjenjivosti volumena [30].






u tocˇci P znatno je manja od relativne razlike visine do istog iznosa tlaka od 20 bar
kako je to prikazano na slici 5.10 i u tablici 5.2. Doticˇno je u skladu s cˇinjenicom da
Slika 5.10: Usporedba eksperimenta i simulacije kod klasicˇnog
hidraulicˇnog udubljivanja; eksperimentalni podaci oznacˇeni
punom linijom i krugom, kvadratom 2D simulacija, trokutom
3D simulacija. a. debljina lima na polu b. relativna razlika
debljina [(MKE-eksperiment)/eksperiment]
61
Tablica 5.2: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u tocˇci P
je ukupna, kumulativna meridijanska deformacija svih diferencijalnih elemenata
sudjelovala u generiranju ukupne visine ispupcˇenja. Naprotiv, nakon tlaka od
20 bar, relativna razlika debljine izjednacˇuje se relativnom razlikom visine,
sˇto upuc´uje na svojevrsnu lokalizaciju deformacija na podrucˇje samog pola.
Navedenom tlaku odgovara logaritamska deformacija od ϕekv = 0, 361, sˇto je bitno
manje od njenog maksimalnog iznosa na pripadajuc´oj krivulji tecˇenja snimljenoj
klasicˇnim udubljivanjem od ϕekv = 0, 677. Navedeno upuc´uje na neprimjerenost
klasicˇnog udubljivanja za snimanje krivulja tecˇenja izrazito duktilnih materijala
kao sˇto je Al 99,5.
5.3.2. Modificirano hidraulicˇno udubljivanje na sferi
Kod modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja uspored¯ene su eksperimentalne i
simulirane vrijednosti;
1. sile na sferu
2. visina ispupcˇenja u tocˇci B, 5.4
3. debljina lima u tocˇkama K i E.
4. promjeri u tocˇkama K i E.
Zapravo, uspored¯ene su mjerene s numericˇki dobivenim vrijednostima; a koje
su relevantne za odred¯ivanje tocˇaka krivulje tecˇenja predlozˇenom metodom
modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja.
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Na slici 5.11.a punom linijom dana je eksperimentalno odred¯ena sila na sferu,





Razlike numericˇkog u odnosu na eksperimentalni iznos sile, krec´u se do 10%
za osnosimetricˇni model i do 8% za trodimenzijski model, kako to prikazuju slika
5.11.b i tablica 5.3. Navedena razlika sila je u skladu s vec´om krutosti numericˇkog
MKE modela temeljenog na metodi pomaka. Uz navedeno, trodimenzijski
model koji koristi plosnate elemente daje srednju relativnu gresˇku od 4, 9%,
sˇto je za predmetni numericˇki model izrad¯en u MKE softveru opc´e namjene
Slika 5.11: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene sile kod
modificiranog udubljivanja; eksperimentalni podaci oznacˇeni
punom linijom i krugom, kvadratom 2D MKE simulacija,
trokutom 3D MKE simulacija. a. Sila na sferu b. Relativna
razlika sile [(MKE-eksperiment)/eksperiment]
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Tablica 5.3: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene sile kod
modificiranog udubljivanja
zadovoljavajuc´e [45]. Skok relativne gresˇke za tlak p = 21 bar kod oba numericˇka
modela, posljedica je eksperimentalnog skoka sile. Pri navedenome tlaku osim sile,
eksperimentalno je uocˇljivo intenzivnije stanjivanje lima u tocˇci E, odnosno na
dijagramima svih mjerenih vrijednosti. Navedeno upuc´uje na fazu intenzivnijeg
tecˇenja materijala u podrucˇju tocˇke E koja;
• slicˇi lokalizaciji deformacije sˇto prethodi lomu kao u Siebel-Schwaigerer-ovoj
metodi razvlacˇenja epruvete
• razlikuje se od doticˇne jer ne vodi izravno lomu, vec´ materijal nastavlja tec´i
i u tocˇci K sˇto potvrd¯uje opazˇeno stanjivanje lima
Navedeno upuc´uje na prosˇirenje konstatacije kako u membranski napregnutim
ljuskama dolazi do preraspodijele naprezanja [4], ne samo kad naprezanje dostigne
granicu tecˇenja, nego i uocˇi lokalizacije deformacije. Ipak za generalizaciju ove
tvrdnje potrebna su preciznija mjerenja i poopc´enja na rondele izrad¯ene iz drugih
materijala.
Na slici 5.12.a i u tablici 5.4, dana je usporedba izmjerenih i simuliranih
visina ispupcˇenja u tocˇci B. Kako dijagram prikazuje, nije vidljivo ocˇitovanje
prethodno spomenuto intenzivnije tecˇenje materijala u tocˇci E. Eksperimentalno
lako mjerljiv, iznos visine ispupcˇenja za tlakove od 19 do 24 bar je prikazan
punom linijom, a kvadratom i trokutom simulirani iznos osnosimetricˇnim i
trodimenzijskim MKE modelom. Na slici 5.12.b i u tablici 5.4, dana je relativna
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Slika 5.12: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u tocˇci B; eksperimentalni podaci oznacˇeni punom
linijom i krugom, kvadratom 2D MKE simulcaija, trokutom
3D MKE simulacija. a. Visina ispupcˇenja u tocˇci B b.
Relativna razlika ispupcˇenja u tocˇci B





Sukladno vec´ navedenoj vec´oj krutosti numericˇkog modela temeljena na metodi
pomaka, simulirano ispupcˇenje je manje od eksperimentalnog. Razlika oba
numericˇka modela krec´e se do −7% u odnosu na izmjerenu vrijednost.
Nadalje, na slikama 5.13, 5.14 i u tablicama 5.5, 5.6 dane su usporedne
vrijednosti debljina u tocˇkama K i E, s pripadajuc´i relativnim pogresˇkama ∆sK
∆sE.
Kod osnosimetricˇnog modela relativna razlika ∆sK manja je iz dva razloga.
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Tablica 5.4: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene visine
ispupcˇenja u tocˇci B
Tablica 5.5: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u tocˇci K
Tablica 5.6: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u tocˇci E
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Slika 5.13: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u tocˇci K; eksperimentalni podaci oznacˇeni punom
linijom i krugom, kvadratom 2D MKE simulacija, trokutom
3D MKE simulacija. a. Debljina lima u tocˇci K b.
Relativna razlika debljine u tocˇci K
[(MKE-eksperiment)/eksperiment]
• Prvi je vec´a savojna krutost osnosimetricˇnog modela koja uzrokuje ranije
razdvajanje lima i sfere, ostavljajuc´i u kontaktu tocˇke blizˇe tocˇci ekstremnog
smanjenja sˇto za posljedicu ima manje simulirane debljine lima
• drugi razlog je sˇto se kod 2D modela svi cˇvorovi nalaze u meridijanskoj
ravnini pa porastom tlaka ”skokovito”ulaze u kontakt sa sferom, uzrokujuc´i
vidljivi skok ∆sK pr promjeni tlaka s p = 22 bar na p = 23 bar.
Skok ∆sK pri tlaku p = 22 bar vec´ je ranije opisan pocˇetak (pred)nestabilnosti.
Isto tako na slici 5.14.b uocˇljivo je presijecanje numericˇki dobivenih krivulja,
upuc´ujuc´i na isti fenomen. Eksperimentalno opazˇeno jako stanjenje lima u tocˇci
E ne prati niti jedan od dva modela, sˇto za posljedicu ima veliku relativnu
67
Slika 5.14: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivene debljine
lima u tocˇci E; eksperimentalni podaci oznacˇeni punom
linijom i krugom, kvadratom 2D MKE simulacija, trokutom
3D MKE simulacija. a. Debljina lima u tocˇci E b. Relativna
razlika debljine u tocˇci E [(MKE-eksperiment)/eksperiment]
razliku ∆sE koja je definirana na slicˇan nacˇin kao i ostale relativne razlike u





Naposlijetku, usporedbe promjera u tocˇkama K i E dane su na slikama 5.15,
5.16 i u tablicama 5.7, 5.8 . Manji promjeri osnosimetricˇnog modela u obje tocˇke
upuc´uju na vec´u savojnu krutost koja rezultira tezˇim ”natiskivanjem” lima na
sferu, dok 3D model bolje prati izmjerenu promjera vrijednost s maksimalnom
relativnom razlikom promjera do −3, 4% u tocˇci K i 5, 4% u tocˇci E.
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Slika 5.15: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivenog promjera
u tocˇci K; eksperimentalni podaci oznacˇeni punom linijom i
krugom, kvadratom 2D MKE simulacija, trokutom 3D MKE
simulacija. a. Promjer u tocˇci K b. Relativna razlika
promjera u tocˇci K [(MKE-eksperiment)/eksperiment]
Osnosimetricˇni, savojno kruc´i model daje vec´ spomenutu vec´u razliku
promjera do −5, 5% u tocˇci K i −18, 4% u tocˇci E.
Simulirane i mjerene vrijednosti promjera DE u tocˇci E, prikazuje slika 5.16.a.
Vidljivi skok pri tlaku p = 21 bar odgovara vec´ opisanoj (pred)nestabilnosti,
nakon koje 2D model pokazuje jako izrazˇene skokove zbog diskretne strukture
MKE modela, odnosno stupnjevitog dolaska cˇvorova u kontakt sa sferom. Cˇvorovi
u tocˇci K koja je tocˇka razdvajanja lima i sfere, kako u eksperimentu tako i u
modelu, uzrokuju numericˇke nestabilnosti i induciraju skokove koji su osobito
izrazˇeni kod 2D modela zbog njihovog rasporeda u meridijanskoj ravnini. Kod
3D modela javlja se slicˇno ali u znatno manjoj mjeri jer prostorna mrezˇe cˇini
intenzitet stupanja cˇvorova u kontakt postupnijim.
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Tablica 5.7: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivenog
promjera u tocˇci K
Tablica 5.8: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivenog
promjera u tocˇci E
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Slika 5.16: Usporedba eksperimentalno i simulacijom dobivenog promjera
u tocˇci E; eksperimentalni podaci oznacˇeni punom linijom i
krugom, kvadratom 2D MKE simulacija, trokutom 3D MKE
simulacija. a. Promjer u tocˇci E b. Relativna razlika
promjera u tocˇci E [(MKE-eksperiment)/eksperiment]
U tocˇci E u kojoj se javlja ekstremna deformacija, 3D model bolje prati
eksperimentalne podatke i cˇak modelira (pred)lokalizaciju tecˇenja materijala sˇto
pokazuje konstantnim simuliranim promjerom DE od tocˇke koja odgovara tlaku
p = 21 bar. Ipak dva detalja otezˇavaju konstataciju kako se radi o numericˇkoj
indikaciji (pred)lokalizacije, a to su
• cˇinjenica da je odabran jedan cˇvor za ocˇitanje promjera DE (u kojem je
debljina numericˇki minimalna) od niza cˇvorova u kojim je debljina blizu
minimalne
• odabrani model trenja bitno utjecˇe na zaostajanje cˇvorova u kontaktu, te
posredno i na lokalizaciju deformacije
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Kombinacija modela trenja i tecˇenja materijala na kontaktnoj povrsˇini sfere i lima,
slozˇen je fenomen i eksperimentalno i numericˇki. Zato je 3D model s maksimalnom
relativnom razlikom manjom od 6%, izrad¯en u koriˇstenom MKE programu opc´e
namjene, prihvatljiv, dok ponud¯eni 2D model treba koristiti samo iznimno.
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Poglavlje 6.
Zakljucˇak i preporuke za daljnja
istrazˇivanja
Modificirano hidraulicˇno udubljivanje omoguc´ilo je odred¯ivanje naprezanja
mjerenjem sile na poznatom presjeku, sˇto nije bilo izvedivo klasicˇnim hidraulicˇnim
udubljivanjem. Uz navedeno, udubljivanje na sferi definira geometriju
oblikovanog lima, otklanjajuc´i potrebu za pretpostavkama o toj istoj geometriji,
cˇinec´i tako izracˇun naprezanja i deformacija egzaktnim. Cjelovitost snimljenih
podataka metodom hidraulicˇnog udubljivanja na sferi uocˇljiv je iz snimljene
krivulje tecˇenja za raspon deformacija od ϕ=0,1. . . 0,7 sˇto je relevantan raspon
za krivulju tecˇenja snimljenu postupkom u kojem dominiraju vlacˇna naprezanja.
Dominantno homogena deformacija lima do ϕ=0,7 daleko nadvisuje homogenu
deformaciju kod snimanja krivulje tecˇenja vlacˇnom metodom prije pojave vrata
epruvete, koja sezˇe samo do ϕ=0,2. . . 0,3. Empirijski izraz kojega su uveli
Siebel i Schwaigerer kako bi omoguc´ili mjerenje deformacije u podrucˇju njene
nehomogenosti, predlozˇena metoda u cijelosti otklanja dajuc´i bolju moguc´nost
analiticˇkog modeliranja.
Osim moguc´nosti snimanja krivulje tecˇenja za velike stupnjeve deformacije
u vlacˇnom podrucˇju, modificirano hidraulicˇno udubljivanje omoguc´ava
iskoriˇstavanje manjeg broja epruveta zbog moguc´nosti istovremenog odred¯ivanja
tri razlicˇite tocˇke ove iste krivulje na jednoj rondeli. Uz navedene tocˇke,
potrebno je josˇ razmotriti i cˇetvrtu tocˇku maksimalnog ispupcˇenja modificiranog
udubljivanja, kao potencijalno mjesto snimanja tocˇke krivulje plasticˇnog tecˇenja.
Modificirano hidraulicˇno udubljivanje mozˇe se koristiti i kao metoda za
ispitivanje maziva u oblikovanju deformiranjem. Veliki faktor trenja inducirati c´e
pukotinu blizu kontaktnog ruba sfere i lima, a maleni c´e pak inducirati pukotinu
na samome vrhu sfere kao sˇto je slucˇaj kod Erichsen-ovog ili Hasˇek-ovog testa.
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Koristec´i pretpostavku o hidrostatskoj raspodjeli pritiska na kontaktnoj
povrsˇini lim-sfera, osim dobivene ekstrapolacije krivulje tecˇenja na vec´e
deformacije, uvedena metoda posjeduje cjelovitost fenomena koji se javljaju kod
postupaka hidrooblikovanja; slobodno tecˇenje i tecˇenje materijala u kontaktu.
Uz nelinearnost koja proizlazi iz ocˇvrsˇc´enja materijala u modificiranoj metodi
javlja se i fenomen kontakta koji je presudan u kalibraciji proizvoda dobivenih
hidraulicˇnim udubljivanjem. Na ovaj nacˇin uvedena metoda osim analiticˇkog,
predstavlja i interesantan tehnolosˇki model na kojem se mogu ispitivati programi
za modeliranje hidrooblikovanja lima, bez obzira na numericˇki pristup; metodom
konacˇnih elemenata, metodom konacˇnih volumena, bezmrezˇnom metodom i sl..
Iskustvo provedenih eksperimenata upuc´uje na nepodesnost metode klasicˇnog
hidraulicˇnog udubljivanja kod odred¯ivanja malih stupnjeva logaritamske
deformacije. Ovo je u cijelosti izbjegnuto modificiranim hidraulicˇnim
udubljivanjem na sferi, gdje se mjerenja izvode samo pri viˇsim tlakovima.
Od tri tocˇke u kojima se modificiranim udubljivanjem odred¯uje logaritamska
deformacija, tocˇka na osi simetrije omoguc´ava izracˇun manjih deformacija.
Sva predmetna mjerenja provedena su na samo jednom materijalu; aluminiju
Al 99,5 kako bi se minimalizirao upliv materijala na razmatranu, novu metodu
snimanja krivulje plasticˇnog tecˇenja.
Kod daljnjih istrazˇivanja i razvoja metode modificiranog udubljivanja na sferi,
potrebno je predlozˇenom metodom snimiti krivulje tecˇenja za tradicionalne i nove
materijale u obliku lima koji se koriste u izradi lakih konstrukcija; niskougljicˇne
cˇelike za tanke limove (DC01-DC04, prema EN 10027-1) [46], mikrolegirane cˇelike
(ZStE 260 - 420, prema SEW 093), refosforizirane cˇelike (ZStE 220 P - 300 P,
prema SEW 094), DP cˇelike, IF cˇelicˇne limove [47], BH cˇelike (ZStE 180 BH -
300 BH, prema SEW 094), SULC cˇelike, TRIP cˇelike, IZ cˇelike (ZstE 220i, interni
standrad Salzgitter AG) [48], nehrd¯ajuc´e cˇelicˇne limove namijenjene izradi panela
lakih konstrukcija [49], limove aluminijskih legura namijenjene autoindustriji [47],
limove magnezijevih legura [50] te superlegure nikla kao sˇto je npr. Ti-6Al-4V.
Za anizotropne materijale, kakvi su u biti svi materijali u obliku lima,
bilo bi potrebno razmotriti inacˇice predlozˇene metode. Kao primjer moguc´e
je koristiti matricu elipticˇnog oblika, i za razlicˇite orijentacije lima izvedenim
izrazima snimati krivulju tecˇenja, te je neophodno poraditi na tocˇnosti samog
modificiranog postupka udubljivanja kako bi se uocˇila i malena anizotropija
ispitivanog materijala.
Upravljanje brzinom protoka fluida koji oblikuje lim, moguc´e je ispitivati i
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upliv brzine deformacije na krivulju tecˇenja, oblikovljivost i podmazivanje. Ipak,
zbog nemoguc´nosti postavljanja zˇeljene brzine deformacije reguliranjem brzine
protoka, potrebno je opticˇkim mjernim metodama pristupiti snimanju brzine
i pripadajuc´eg polja deformacije kao sˇto je izvedeno u [36]. Na taj nacˇin,
mjerec´i objektni raster deformirajuc´e povrsˇine lima, moguc´e je donositi zakljucˇke
o materijalu na temelju snimljenog polja deformacije.
Izrad¯eni 3D numericˇki model i modularna naprava za modificirano hidraulicˇno
udubljivanje omoguc´it c´e daljnje eksperimentalno i numericˇko studiranje
hidrooblikovanja nesimetricˇnih geometrija, implementacijom krivulje tecˇenja
snimljene modificiranim hidraulicˇnim udubljivanjem na sferi. Ostvarivi tlakovi
oblikovanja do 350 bar cˇine izrad¯enu napravu primjerenom hidrooblikovanju i
debljih limova u kojima se javlja i savijanje.
Obzirom na bolje poklapanje trodimenzijskog modela s eksperimentom,
potrebno je razraditi trodimenzijski model koji c´e koristiti 3D elemente koji c´e
geometrijom mrezˇe izravno modelirati debljinu lima. Zbog same geometrije lima;
dominacije duzˇine i sˇirine u odnosu na debljinu, potrebno je obratiti pozornost
na izvedivost takve simulacije volumenskim elementima (kriticˇni omjer duljine
stranica i sl.).
U perspektivi modificirano hidraulicˇno udubljivanje otvara moguc´nost
1. analize i anizotropnih limova
2. moguc´nost snimanja dijagrama granicˇne oblikovljivosti
3. moguc´nost odred¯ivanja duktilnosti lima za postupke hidrooblikovanja [17].
Ovo posljednje mozˇe biti dopuna poznatim testovima kao sˇto je Erichsenov
test i Hasˇekov test, jer osim sfere kao krutog tijela, simultano djeluje i tlak
medija. Udubljivanjem lima na sferi, kod modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja
je moguc´e kvantificirati ocˇitovanje trenja; odnosno mjeriti poziciju na kojoj je
dosˇlo do pucanja i to zavisno o vrsti maziva i materijalu kontaktnog para alat
- lim. Ovo posljednje mozˇe biti komplementarna tema predmetnom radu na
podrucˇju mehanike loma i kao takva zahtjeva primjerenu znanstvenu razradu.
Nadalje od uocˇenih fenomena, potrebno je posvetiti pozornost pojavi
nestabilnosti koja prethodi lomu, a koja je kod hidrooblikovanja odgod¯ena.
S tim ciljem potrebno je prosˇiriti kako eksperimentalni, tako i numericˇki dio
modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja i na druge vec´ navedene materijale.
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Pri numericˇkom modeliranju 3D model se pokazao podesniji, zbog
boljeg poklapanja s eksperimentalnim rezultatima, osobito kod modificiranog
udubljivanja. Prednost 3D modela znacˇajna je sˇto se kod modificiranog
udubljivanja osim nelinearnosti zbog ocˇvrsˇc´enja, javlja i nelinearnost zbog
kontaktnog trenja, pa njihova kombinacija najbolje odgovara stvarnim
postupcima hidrooblikovanja. Prema provedenom istrazˇivanju, tezˇiˇste bi trebalo
staviti na daljnji razvoj 3D modela. Ovo posljednje je vazˇno i zbog modeliranja
opazˇene nestabilnost koja prethodi lomu, a svojstvena hidrooblikovanju, znatno
odgad¯a trenutak pucanja lima.
Podrobnija i eksperimentalna i numericˇka analiza predlozˇene metode
neophodna je kako bi se u svjetlu navedenoga, u sˇto vec´oj mjeri ovladalo
hidrooblikovanjem nesimetricˇnih 3D geometrija. U tom cilju potrebno je ispitati
i upliv dimenzije sfere na kojoj se lim udubljuje.
Imajuc´i na umu razvoj limenih proizvoda i pripadajuc´ih postupaka njihove
izrade, predlozˇena metoda modificiranog hidraulicˇnog udubljivanja na sferi,




7.1. Veza logaritamske i konvencionalne
deformacije
7.1.1. Veza konvencionalne i logaritamske deformacije






Kada se ista metoda koristi za snimanje krivulje plasticˇnog tecˇenja,





Fizikalna razlika izmed¯u konvencionalne i logaritamske deformacije pocˇiva na
fenomenu ocˇvrsˇc´enja materijala. Kao primjer mozˇe se uzeti izduzˇenje epruvete s
l0 na l1 pri cˇemu je materijal ocˇvrsnuo za ∆kf,0−1. Potom epruvetu rasteretimo i
ponovno razvucˇemo s l1 na l2. Materijal je ocˇvrsnuo za dodatnih∆kf,1−2. Ukupnu











dok za konvencionalnu deformaciju to nije moguc´e, odnosno







Kako je ukupno ocˇvrsˇc´enje materijala ∆kf,uk jednako sumi pojedinih ocˇvrsˇc´enja
∆kf,uk = ∆kf,0−1 +∆kf,1−2 (7.5)
proizlazi primjerenost logaritamske deformacije opisu ocˇvrsˇc´enja materijala koje
se javlja kod velike i trajne tzv. plasticˇne deformacije. Nadalje, istome ocˇvrsˇc´enju
materijala u vlacˇnom i u tlacˇnome pokusu1 ∆kf,vlak = ∆kf,tlak pridruzˇuje se po
apsolutnoj vrijednosti ista logaritamska deformacija.
(|ϕvlak|, ∆kf,vlak) = (|ϕtlak|, ∆kf,tlak) (7.6)





i njegovim uvrsˇtavanjem u jednadzˇbu (7.1) dobiva se ovisnost konvencionalne o
logaritamskoj deformaciji
 = eϕ − 1 (7.8)
odnosno logaritamske o konvencionalnoj deformaciji
ϕ = ln(1 + ) (7.9)
1pretpostavlja se izotropno ocˇvrsˇc´enje materijala
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7.1.2. Hipoteza o nestlacˇivosti
Pretpostavi li se da je volumen pravokutne prizme nakon plasticˇnog tecˇenja
jednak volumenu pravokutne prizme prije plasticˇnog tecˇenja
V1 = V0 (7.10)
a1b1c1 = a0b0c0 (7.11)

















) = 0 (7.14)
Pretpostavljajuc´i kako normale stranica pravokutne prizme tijekom deformacije
ostaju paralelne te da se njihove normale poklapaju s pravcima glavnih
deformacija, dobiva se konacˇni algebarski izraz hipoteze o nestlacˇivosti
ϕa + ϕb + ϕc = 0 (7.15)
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7.2. Izvod membranske jednadzˇbe
Koristec´i sliku 7.1 s pripadajuc´im oznakama, izvest c´e se membranska
jednadzˇba. Zbog pojednostavljenja c´e se namjesto meridijanskog i cirkularnog
naprezanja uvesti sile po jedinici duljine; Nm meridijanska i Nc cirkularna.
Pomnozˇene s duljinom stranice diferencijalnog elementa daju odgovarajuc´i iznos
sile. Sila Nmrdζ i sila (Nm+dNm)(r+dr)dζ zatvaraju s normalom diferencijalnog
elementa kut dϑ/2 pa zbroj njihovih projekcija na pravac normale iznosi
−Nmrdζ sin dϑ
2
− (Nm + dNm)(r + dr)dζ sin dϑ
2
= −Nmrdζdϑ (7.16)
pri cˇemu su zanemarene infinitezimalne velicˇine viˇseg reda te je uzeto sin (dϑ/2) =
dϑ/2 jer je dϑ << 1.
Dvije cirkularne sile Ncrmdϑ projiciraju se u radijalan pravac i tvore
zajednicˇku rezultantu −2Nmrmdϑ sin dζ2 = −Nmrmdϑdζ. Projiciranjem ove
rezultante na smjer normale dobiva se −Nmrmdϑdζ sinϑ, gdje normala s
radijalnim pravcem cˇini kut (pi/2−ϑ). Opterec´enje pm okomito je na normalu pa
ne ulazi u uvjet ravnotezˇe. Opterec´enje pn projicira se u cijelosti u smjer normale
i ima rezultantu pnrmdϑrdζ. Postavljanjem uvjeta ravnotezˇe, odnosno sumirajuc´i
izvedene komponente sile u smjeru normale dobiva se
∑
Fn = −Nmrdζdϑ−Nmrmdϑdζ sinϑ+ pnrmdϑrdζ = 0 (7.17)
Dijelec´i gornji izraz s rmrdζdϑ dobiva se
Slika 7.1: Izvod membranske jednadzˇbe postavljanjem uvjeta ravnotezˇe







sinϑ = pn (7.18)







Dijelec´i dobiveno s debljinom ljuske s, proizlaze naprezanja namjesto sila po










gdje su σm i σc meridijansko i cirkularno naprezanje, rm i rc meridijanski i
cirkularni polumjer zakrivljenosti, pn tlak s konkavne strane cirkularnog radijusa
zakrivljenosti i s debljina ljuske. Jednadzˇba (7.20) osim jednadzˇba membrane u
literaturi se naziva i Laplace-ova jednadzˇba.
Iako se osim uvjeta ravnotezˇe u smjeru normale, mozˇe postaviti i uvjet u
meridijanskome smjeru te dobiti drugu jednadzˇbu, to nije potrebno ucˇiniti, jer
jednadzˇbu membrane uz pretpostavke kod oba tipa hidraulicˇnog udubljivanja,
cˇini potpuni sustav jednadzˇbi.
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7.3. Izvod cirkularne deformacije kod Hill-a





P ′P − Z0P0
Z0P0
(7.21)
Iz slicˇnosti trokuta PP1P0 i trokuta P0Z0Y proizlazi
c =







P ′Z0 = z (7.23)















Prevedana u logaritamsku deformaciju iznosi




Prema hipotezi o nestlacˇivosti
ϕn + ϕm + ϕc = 0 (7.27)
i Hill-ovoj pretpostavci jednakosti cirkularne i meridijanske deformacije
ϕn + ln(1 +
zh
a2
) + ln(1 +
zh
a2
) = 0 (7.28)
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Slika 7.2: Geometrijska analiza deformacije kod hidraulicˇnog
udubljivanja po Hillu.
proizlazi izraz za normalnu logaritamsku deformaciju
ϕn = −2 ln(1 + zh
a2
) (7.29)
Obzirom da mjerenja kod hidraulicˇnog udubljivanja izvodimo na polu z = h, na
ovaj nacˇin dobiva se jednostavan algebarski izraz za izracˇun normalne deformacije
na polu.




7.4. Tenzor male deformacije i njegove invarijante
Obzirom na upliv devijatorskog dijela deformacije na tecˇenje materijala,




ijδij + eij (7.31)
gdje je δij Kronecker-ov delta, a devijator deformacije eij se mozˇe izraziti kao
eij = ij − 1
3
ijδij (7.32)
Na ovaj nacˇin se iz razmatranja velikih deformacija eliminira volumenska
deformacija. Tako se vec´ neizravno uvodi hipoteza o nestlacˇivosti kontinuuma
kod razmatranja velikih deformacija. Invarijante devijatora male deformacije
jesu;
Prva, linearna invarijanta















































(11 + 22 + 33)]
2 + [22 − 1
3




(11 + 22 + 33)]










(11 − 22)2 + (11 − 33)2 + (22 − 33)2 + 6(212 + 213 + 223)
]
Izrazˇena preko glavnih deformacija tenzora male deformacije, druga invarijanta




[(1 − 2)2 + (1 − 3)2 + (2 − 3)2] (7.36)
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7.5. Faktor trenja u plasticˇnom podrucˇju
Pretpostavimo da normalna sila FN koja djeluje okomito na podlogu dovodi
materijal u plasticˇno podrucˇje. Neka se radi o idealnome, kruto-plasticˇnome
materijalu. Tada silu FN mozˇemo izracˇunati kao umnozˇak kontaktne plosˇtine A
i naprezanja plasticˇnog tecˇenja kf , odnosno






Sila potrebna da bi smicanjem dosˇlo do razdvajanja na kontaktnoj povrsˇini A
iznosi
Fsmik = T A (7.39)
A ima isto znacˇenje kao i u jednadzˇbi (7.37) dok T predstavlja intenzitet smicˇnog





[(σ11 − σ22)2 + (σ22 − σ33)2 + (σ33 − σ11)2 + 6(σ212 + σ223 + σ231)]









= µ FN = Ftr (7.41)
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Za uvjet tecˇenja prema von Missesu kada je u vlacˇnom/tlacˇnom pokusu σ11 = kf





te je maksimalni faktor trenja za plasticˇno podrucˇje prema uvjetu tecˇenja po von




= 0, 57 (7.44)
Za uvjet tecˇenja prema Tresca-i max(|σ1 − σ2|/2, |σ2 − σ3|/2, |σ3 − σ1|/2) = k uz
pojednostavnjenje da je materijal pri cˇistom smicanju; σ1 = τ , σ2 = 0 i σ3 = −τ ,
gdje su σ1, σ2 i σ3 glavna, a τ smicˇno naprezanje tecˇenja, intenzitet smicˇnog
naprezanja jednak je naprezanju smicˇnog tecˇenja, odnosno









Time je maksimalni faktor trenja za plasticˇno podrucˇje prema uvjetu tecˇenja po




= 0, 5 (7.48)
Izrazi (7.44) i (7.48) daju maksimalan iznos faktora trenja za materijal u
plasticˇnom podrucˇju. Kada je materijal u elasticˇnom podrucˇju, tada faktori trenja
mogu biti vec´i od navedenih iznosa [37, 38].
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7.6. Uvjet kompatibilnosti
Kada je poznato vektorsko polje pomaka ui = ui(xi) bez tesˇkoc´e se mogu
jednoznacˇno odrediti komponente tenzora male deformacije ij. Naprotiv ako
je zadano tenzorsko polje deformacija ij = ij(xi), iz njega je moguc´e odrediti
jedinstveno pripadajuc´e polje pomaka, ako i samo ako komponente tenzora male
deformacije zadovoljavaju uvjete kompatibilnosti. Navedene uvjete je prema [28]
prvi izveo francuski inzˇenjer Tresca godine 1864.









































































U indeksnoj notaciji uvjeti kompatibilnosti glase
eiprejqspq,rs = 0 (7.55)
Gdje je eijk permutacijski simbol, a zarez oznacˇava parcijalnu derivaciju uz
11 = x, 12 = 0, 5 γxy, . . . itd.
Fizikalno gledano, uvjet kompatibilnosti je moguc´e objasniti na sljedec´i
nacˇin; Ako se tijelo u pocˇetnom, nedeformiranome stanju presjecˇe s tri skupine
med¯usobno okomitih ravnina na diferencijalne kocke, a potom se podvrgne
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deformaciji, diferencijalne kocke c´e se, svaka za sebe, deformirati tako da je iz njih
moguc´e opet formirati deformirano tijelo bez sˇupljina i preklapanja diferencijalnih
kocaka [24].
Ovaj fizikalni model se poklapa s definicijom deformacije kao: ”...relativnih
pomaka dijelova i cˇestica iz njihovih pocˇetnih pozicija i to tako da se kontinuitet
i kompatibilnost krutog tijela ne narusˇava.” [17].
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7.7. Polarno razlaganje tenzora gradijenta
deformacije, Henckyevi tenzori prirodne
deformacije
7.7.1. Polarno razlaganje tenzora gradijenta deformacije
Materijalni tenzor gradijenta deformacije Fij povezuje diferencijal u trenutnoj




dyj = Fijdyj (7.56)
Prostorni tenzor gradijenta deformacije F−1ij povezuje diferencijal u pocˇetnoj







Materijalni tenzor gradijenta deformacije, koji je analgon preslikavanja pocˇetne
u konacˇnu konfiguraciju, mozˇemo fizikalno predstaviti kao kombinaciju rotacije i
izduzˇivanja. Doticˇno je moguc´e ucˇiniti polarnim razlaganjem ovog tenzora drugog
reda kao
Fij = RikUkj = VikRkj (7.58)
gdje je Rik ortogonalan tenzor, Ukj desni tenzor izduzˇenja, a Vik lijevi tenzor
izduzˇenja.








jednak je kvadratu desnog tenzora izduzˇenja. Postupak izvoda navedenih
jednakosti i postupak odred¯ivanja Rik, Ukj i Vik nalazi se u cijelosti u [24].
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7.7.2. Hencky-evi tenzori prirodne deformacije








ik jednak je tenzoru B
−1
jk koji je inverz desnog Cauchy-Green-ovog




Mnozˇenjem s Bjk slijeva dobiva se
Bjkdyidyi = dxjdxk (7.63)
Permutirajuc´im simbolom δjk proizlazi
δjkBjkdyidyi = δjkdxjdxk (7.64)
Bkkdyidyi = dxkdxk (7.65)
a kako je dyidyi = ds
2













































sˇto je izneseno i u [28, 24]. ϕij je tenzor logaritamske deformacije Bij je
lijevi Cauchy-Green-ov tenzor deformiranosti a H∗ij Hencky-ev tenzor prirodne
deformacije. Uzimajuc´i identitet Bij = FikFjk = V
2
ij , Henckyev tenzor prirodne
deformacije u prostornim koordinatama mozˇemo josˇ izraziti i kao
H∗ij = ln(Vij) (7.73)
ili kao
ϕij = ln(Vij) (7.74)
gdje je Vij lijevi tenzor izduzˇenja
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7.8. Dvije pretpostavke o shemi deformacija











Normalna deformacija ujedno je i najvec´a deformacija jer su meridijanska i
cirkularna istog predznaka pa prema hipotezi o nestlacˇivosti proizlazi
|ϕn| = |ϕm + ϕc| (7.76)
ocˇito je |ϕn| > |ϕm| i |ϕn| > |ϕc|.
Za prvu pretpostavku da je u shemi deformacija ϕm = ϕc,
ϕ1 = ϕn (7.77)










































ϕekv1 = ϕn (7.84)
U slucˇaju ϕm = ϕc ekvivalentna deformacija jednaka je normalnoj deformaciji.
Za drugu pretpostavku da je u shemi deformacija ϕc = 0, ekvivalentna
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deformacija proizlazi
ϕ1 = ϕn (7.85)
ϕ2 = ϕm = ϕn (7.86)


















U slucˇaju ϕc = 0 ekvivalentna deformacija vec´a je od one u slucˇaju ϕm = ϕc za
faktor 2/
√
3 = 1, 155, to jest 15%, odnosno ϕekv2 = 1, 155ϕekv1.
Kako bi se pokazalo da sve moguc´e sheme deformacija koje se javljaju kod
hidraulicˇnog udubljivanja daju ekvivalentno naprezanje koje se krec´e u granicama
[ϕekv1, ϕekv2], odnosno [ϕekv1, 1, 155ϕekv1], odnosno [ϕn, 1, 155ϕn]
1, konstruira se
meridijanska deformacija kao linearna funkcija normalne deformacije, odnosno
ϕm = bϕn (7.92)










hipoteza o konstantnom volumenu
ϕn + bϕn + ϕc = 0 (7.94)
1gdje je ϕn = ln(s1/s0) izracˇunata vrijednost normalne logaritamske deformacije
94
daje
ϕc = (1 + b)ϕn (7.95)














b2 + b+ 1 (7.97)









(b2 + b+ 1)−1(2b+ b) (7.98)
Izjednacˇavanjem s nulom dobivamo dobiva se tocˇka lokalnog ekstrema za b=-0,5,





sˇto je ekvivalentno pretpostavci ϕm = ϕc.
Kako je polazni izraz za ekvivalentnu deformaciju monotono rastuc´a, parna
funkcija, odnosno polazec´i od lokalnog minimuma ne mijenja predznak, ϕekv
monotono raste od b = −0, 5 do b = −1 i za b = −1 ima svoj maksimum za
kojeg vrijedi
ϕm = −ϕn ⇒ ϕc = 0 (7.100)
Gore navedeno pokazuje kako za ϕekv vrijedi
ϕekv1 ≤ ϕekv ≤ ϕekv2 (7.101)
odnosno sve sheme deformacija daju ekvivalentno naprezanje koje je jednako
normalnog logaritamskog deformaciji ili od nje vec´e do 15,5%, drugim rijecˇima
ϕn ≤ ϕekv ≤ 1, 155ϕn (7.102)
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Tablica 7.1: Jednostavni primjer izracˇuna mjerne nesigurnosti
volumena valjka
Tablica 7.2: Poopc´eni primjer izracˇuna mjerne nesigurnosti
7.9. Mjerna nesigurnost
Neka je na koriˇstenoj mjernoj opremi mjereno m razlicˇitih velicˇina:
a1, a2 . . . am. Izrazom f dana je funkcijska ovisnost izmjerene o mjerenim
velicˇinama. Uvrsˇtavanjem mjerenih velicˇina u izraz f izracˇunata je vrijednost
izmjerene velicˇine. Kao primjer mozˇe se uzeti ovisnost volumena valjka V (izmjene
velicˇine), o mjerenom promjeru valjka D i mjerenoj visini valjka h. Funkcijska
ovisnost dana je izrazom




Neka su mjerenja izvedena na n razlicˇitih valjaka kako to prikazuje tablica 7.1. Uz
tablicu mjerenja na valjcima dana je i tablica s poopc´enim mjerenim i izmjerenim
vrijednostima 7.2. Kao sˇto se razlikuju mjereni valjci po mjerenim i izmjerenim
velicˇinama, tako se razlikuju algebarske vrijednosti u poopc´enoj tablici. ai1 6=
ai2 6= ain, i = 1 . . .m.






[f(aij ±∆aij)− f(aij)]2 (7.105)
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Gdje f(aij ± ∆aij) predstavlja stvarno mjerenje koje u sebi sadrzˇi odstupanja,
odnosno ±∆aij. Aproksimacijom s prva dva cˇlana Taylorovog reda

































∆akj∆alj = 0 (7.109)
gdje k 6= l, a jednakost drugog izraza nuli proizlazi iz pretpostavke da mjerene
vrijednosti nisu korelirane te da su normalno raspodijeljene. Za primjer moguc´e
je navesti kako mjerna odstupanja visine valjka, ne ovise o mjernim odstupanjima
promjera valjka.
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No kako parcijalna derivacija ∂f(aij)/∂aij ovisi o j, nije ju moguc´e izlucˇiti ispred
sume po j na zˇeljeni nacˇin.
Pretpostavljajuc´i da je provedeno umjeravanje mjerne opreme, odnosno da je
za svaku mjerenu velicˇinu i = 1 . . .m ponovljeno mjerenje na istome etalonu n




























Gdje je ∂f(aik)/∂aik vrijednost parcijalne derivacije f po a(ik) u tocˇci a(ik), a
σ2i je varijanca i-tog mjernog instrumenta dobivena njegovim umjeravanjem.
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Izrazom (7.115) dobiva se varijanca za svaku od n izmjerenih vrijednosti od f .




Odnosno za svakoj izracˇunatoj vrijednosti pripada standardna mjerna
nesigurnost. Zbog jednostavnosti i preglednosti mjerenja, u vec´ini slucˇajeva
barata se samo s jednom mjernom nesigurnosti, koju se mozˇe odabrati na viˇse
nacˇina;
• moguc´e ju je izracˇunati npr. za valjak srednjeg volumena
• izracˇunati za onaj valjak u navedenom primjeru za kojeg ocˇekujemo najvec´u
mjernu nesigurnost
• izracˇunati sve mjerne nesigurnosti i u rezultatu prikazati najvec´u mjernu
nesigurnost
U ovome radu mjerna nesigurnost racˇunati c´e se na posljednji opisani nacˇin; za
svaku od n izmjerenih vrijednosti f , odrediti c´e se mjerna nesigurnost a njen
najvec´i iznos biti uzet kao reprezentativna vrijednost u(f). Koristec´i izraze













σ2i , k = 1 . . . n
}
(7.118)
gdje je fi = f(aik) i = 1 . . .m, k = 1 . . . n; m je broj mjerenih velicˇina potrebnih
da bi se izracˇunao fi a n broj mjerenja. Iznos varijance pojedine mjerne opreme








gdje se standardna mjerna nesigurnost u (tumacˇena kao varijanca) dobiva iz
prosˇirene mjerne nesigurnosti1 U .
1U kalibracionom listu navodi se prosˇirena mjerna nesigurnost koja odgovara dvostrukom
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